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Resumen

El avance en diversos campos cientifico-tecnolégicos ha impulsado el desarrollo de
vehiculos auténomos que operan en distintos dominios tales como terrestres, acudticos y
aéreos. En general, las tareas que realizan se desarrollan de manera individual y el trabajo
en conjunto se limita a la coordinacién efectuada por quienes operan tales sistemas. Re-
cientemente, ha crecido el interés de conformar sistemas complejos que puedan hacer uso
de varios de estos vehiculos robéticos de manera coordinada para aprovechar las ventajas
de cada uno, asi como también permitir la creacion de nuevas capacidades. Una de las
problematicas fundamentales, al controlar grupos de robots moviles, es la coordinacién
de los agentes: habilidad de los mismos de lograr un objetivo comtin mediante la coope-
racion. Una parte crucial de cualquier esquema de cooperacion de robots moviles es la
comunicacion entre los mismos y/o con una base terrestre. La conectividad en este caso
es un problema complejo, dadas las caracteristicas de heterogeneidad y movilidad de los
agentes, sumadas a sus limitaciones de potencia, computo, etc. Este trabajo busca atacar el
problema de comunicacion en redes de robots mdviles de manera integral, considerando
las caracteristicas de los robots, las especificaciones de formaciones y los requerimien-
tos de conectividad de tareas especificas. Ademads, resulta de gran importancia desarrollar
esquemas que permitan la asignacion de recursos y roles, identificando el tipo de robot
idoneo para cada una de ellas. Esto permite realizar las tareas de manera tal de minimizar

el tiempo total, la energia consumida, o maximizar la precision, entre otras.
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Abstract

The advancement in several scientific and technological fields have impulsed the de-
velopment of unmanned vehicles (also known as mobile robots) that operate in different
domains such as terrestrial, marine, and aerial. In general, tasks are performed by one
robot and cooperation is limited to the system operators. Recently, there has been a gro-
wing interest in conforming complex systems with several robotic vehicles in a coordina-
ted way. This allows to take advantage of each agent’s capabilities and also to generate
new collective abilities. One of the fundamental topics regarding the control of a group
of mobile robots is associated with their coordination: the ability to achieve a common
goal through cooperation. A crucial component in any cooperation scheme is the com-
munication between robots, and with a terrestrial base. Therefore, connectivity arises as
a complex problem due to robot heterogeneity, mobility, and the limited available energy,
computing power, etc. This work aims to address the communication problem in mobile
robot networks in an integrated manner, considering the robots attributes, the formation
specifications and the connectivity requirements. Also, it is of great importance to develop
strategies that allow optimal and dynamic resource allocation and the assignment of roles.
This allows to do the prescribed tasks with optimality, e.g., minimize the total elapsed

time or the energy consumption, or maximize precision, etc.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

La utilizacién de vehiculos no tripulados (VNT), también conocidos como robots mo-
viles, ha crecido de manera vertiginosa durante las ultimas dos décadas. El interés por
estos sistemas se debe a las ventajas inherentes que presentan, tanto desde el punto de
vista de seguridad —evitando la necesidad de poner en riesgo vidas humanas—, como

operativo —permitiendo una reduccion en el tamafio y costo de los vehiculos, etc.

Gracias al desarrollo de nuevos materiales, al avance en la tecnologia de los sensores y
de los sistemas embebidos de control, los vehiculos no tripulados poseen cada vez mayor
autonomia. En la actualidad, pueden encontrarse estos sistemas en diferentes actividades,
entre las que se pueden mencionar las misiones de busqueda y rescate [1]; la inspeccién de
ambientes peligrosos y monitoreo ambiental [2]; entrega de bienes, transporte de objetos
y manipulacion aérea en general [3, 4, 5]; propdsitos militares y de vigilancia; cinemato-
grafia [6]; etc. En [7, 8] se reporta el progreso en el estudio tedrico y prictico de sistemas

moviles multi-robdticos.

Los robots terrestres fueron las primeras plataformas méviles en ser desarrolladas y



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

actualmente se encuentran en un amplio espectro de aplicaciones mads alld de los entornos
de laboratorio, ya sea en la industria, en tareas como manejo de inventario en deposi-
tos, traslado de piezas en fabricas, etc., asi como en ambientes domésticos (aspiradoras,
cortadoras de pasto o juguetes). Por otro lado, los robots aéreos han proliferado en los
ultimos afios debido a que los mismos ofrecen ventajas en reduccion de riesgos para los
pilotos, disminucién de costos de operacion y son apropiados para tareas de observacion
remota de alta resolucién —como monitoreo de agricultura o de la diversidad bioldgica—
en situaciones en que las imagenes satelitales no permiten suficiente resolucién espacial
o temporal. Aplicaciones de alto interés, como la adquisicion in-situ de valores de con-
taminacion en cuencas hidrogréficas, el monitoreo de impacto ambiental de la actividad
industrial o debido a desastres naturales, pueden beneficiarse también de la utilizacién de

vehiculos auténomos marinos de superficie o sumergibles.

Esto, a su vez, atrajo el interés en el control coordinado de sistemas multi-agente, tanto
en las comunidades cientificas como en la industria. La razén detras de esta adopcién es
que la distribucidn de tareas permite el aumento del rendimiento, la tolerancia a fallas y la
posibilidad de habilitar nuevas capacidades. Estos efectos se amplifican cuando el grupo
consiste en robots que operan en diferentes dominios (acuético, terrestre, aéreo o espa-
cial) [9] y, por lo tanto, cada uno posee caracteristicas y capacidades distintivas. Ejemplos
de tareas donde se aprovechan las capacidades de sistemas multi-agente que resultan en
beneficios significativos incluyen operaciones de busqueda y rescate [10], agricultura de
precision, extincion de incendios forestales y prevencién de incendios [11, 12], cinema-
tografia auténoma [13, 14], vigilancia y monitoreo [15], o escolta de activos y patrullaje
[16, 17], entre otras. Lo mismo se ve en tareas de toma de datos ambientales, donde mil-
tiples VNTs abarcan una mayor extension del espacio, o pueden mejorar la calidad de
las capturas al concentrarse sobre un mismo espacio, como se ha hecho con vehiculos

marinos en [18]. En Fig. 1.1 y Fig. 1.2 se muestran ejemplos de tareas donde muiltiples
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vehiculos han reemplazado a un tnico vehiculo para realizar las mismas tareas de manera
mds eficiente. En particular, Fig. 1.1 muestra aplicaciones con vehiculos aéreos no tripu-
lados (VANTS) en el transporte cooperativo de objetos, mientras que la Fig. 1.2 muestra

aplicaciones industriales con sistemas multi-robéticos.

Créditos: Robin Ritz, Mark W. Muller, Markus Hehn, y Raffaello Créditos: Bruno Gabrich, David Saldaiia, Vijay Kumar, y Mark
D’ Andrea [3]. Yim [4].

Figura 1.1: Agarre y transporte cooperativo sustituyendo vehiculos grandes por pequefios.

(a) Mapeo del lecho marino con multiples ro- (b) Edificio desplazado usando patas robéticas.

bots.
Créditos: Ocean Infinity Group Ltd. Créditos: China Central Television (CCTV).

Figura 1.2: Aplicaciones industriales utilizando sistemas multi-robéticos.

El método de control utilizado para gobernar el comportamiento de cada robot, de for-
ma tal de obtener un comportamiento deseado para todo el sistema, es un elemento clave

en la operacion de grupos de robots moviles. Asi, el disefio de las leyes de control para
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estas aplicaciones se inspira en diversos campos, como la teoria de juegos [19], la biolo-
gia [20, 21, 22], o las cadenas cineméticas [23, 24, 25]. Como resultado de la interaccion
entre estos campos surgen diversas técnicas que incluyen campos potenciales [26, 27, 28],
primitivas de comportamiento [29], formulacion en espacio del cluster [30], arquitecturas
tipo enjambre [31, 32], y configuraciones lider-seguidor [33, 34], entre otras. Las mismas
enriquecen el area bien establecida de Control de Sistemas Interconectados (Control of
Network Systems), la cual se encuentra en la interseccion entre los sistemas de control y
las ciencias de redes.

Existen diversos criterios para clasificar las técnicas de coordinacién de sistemas mul-
tirobot. Una posible clasificacion se basa en el tipo de acoplamiento requerido entre los
vehiculos [35, 36, 37], a partir de la cual surge la distincién que clasifica en formaciones
y swarms. En las formaciones, se desea mantener constante cierta magnitud relativa entre
los vehiculos, como distancia u orientacion, respetando una forma o estructura [38, 39,
40]. En ellas, suelen asignarse roles distintos a los vehiculos en funcién de su ubicacién
dentro de la formacion. Por otro lado, en los swarms, generalmente no se imponen res-
tricciones relativas, sino que se definen reglas basicas de comportamiento a partir de las
cuales emerge un orden global [41, 42]. Estos arreglos estdn formados usualmente por
decenas de agentes con capacidades bésicas y en muchos casos los mismos se consideran
dispensables. Resulta interesante analizar los algoritmos de control disefiados en esta tesis

bajo esta Optica, lo cual se realizard en los capitulos correspondientes.

1.2. Motivacion

Como se ha mencionado, la utilizacién de sistemas de multiples robots méviles ha
proliferado en los dltimos afios. A partir del empleo de estrategias de control multiro-
bot descentralizado, surge un concepto de gran importancia: el de coordinacion de los

agentes, el cual esta tipicamente relacionado con la habilidad de los mismos de lograr un
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objetivo comiin mediante un protocolo de cooperacion [43, 44, 45]. Una parte crucial de
cualquier esquema de cooperacion de robots méviles es el intercambio de informacién
[46, 47]. Por lo tanto, la topologia de la red subyacente, dada por las interacciones en-
tre los agentes, tiene una gran importancia. Cuando el grupo estd conformado por pocos
agentes, la estructura de la red de comunicacidn es trivial, ya sea conectando todos los ro-
bots entre ellos, o a cada uno con un nodo central a modo de estacion terrena centralizada
de monitoreo y control [48, 49]. Cuando el niimero de robots empieza a aumentar —y en
consecuencia el volumen de datos y las distancias— la topologia de la red comienza a ser
un parametro de disefio en la formacion [50]. Resulta entonces apropiado modelar la red
multirobot con un grafo, y emplear resultados de dicha teoria en el estudio y el disefio de
los algoritmos de control. Mds all4 de problemas interesantes, tales como contemplar ca-
sos en que el grafo no es completo y estudiar como balancear en este caso la transmision
de informacion [51], el hecho de que los vértices sean moviles implica que el grafo tendra
una naturaleza inherentemente dindmica, con caracteristicas y requerimientos variantes
con el tiempo. Disefar arquitecturas de control y protocolos de comunicacion que puedan

contemplar estas caracteristicas son objetivos de este trabajo.

Ademads, para potenciar la cooperacion, resulta de gran importancia desarrollar esque-
mas que permitan la asignacion de recursos y roles, es decir, dada una aplicacion particu-
lar, distribuir las tareas a realizar identificando el tipo de robot idéneo para cada una de
ellas. Mds atin, resulta interesante la reasignacion dindmica de estas tareas en funcién de
la evolucioén de la tarea a desarrollar. Esto permite realizar las tareas de manera tal de mi-
nimizar el tiempo total, la energia consumida, o maximizar la precision, entre otras. Como
ejemplo de esta situacion, supongamos una tarea realizada de manera auténoma por un
grupo de robots, como puede ser la captura de datos ambientales tales como floraciones
algales o la evaluacion de sitios contaminados. El grupo de robots puede dindmicamente

subdividirse en pequefios grupos que realizan distintas subtareas, algunos realizando la
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tarea principal y otros realizando tareas de apoyo, tales como cadenas de comunicaciones
o proteccion de perimetro. Los robots pueden tomar distintos roles de manera dindmica
[52] dependiendo de distintos factores (distancias, obstdculos, condiciones ambientales,

etc.).

Uno de los puntos de partida de los estudios realizados en esta tesis es la localizacién
cooperativa de robots. En la actualidad, las tareas que se desean realizar con robots son
cada vez mads sofisticadas y por ello se requiere mayor precision en la estimacién del es-
tado de los agentes (posicion, orientacion, velocidad, etc.). El correcto posicionamiento
de los mismos es una funcionalidad indispensable si se quiere que los mismos posean
autonomia. La estimacion del estado de un tnico vehiculo de manera auténoma es un
problema «de larga data», para lo cual se emplean sensores introceptivos: unidades iner-
ciales (IMU), odometros, sensores de flujo Optico; y exoceptivos: sensores de deteccion
luz (LIDAR), sensores de radio (RF), sistemas de posicionamiento global (GPS, GLO-
NASS, GALILEQO, etc.) y sistemas de captura de movimiento mediante cdmaras RGB.
Los sensores introceptivos tipicamente proveen informacion de velocidad y aceleracion
con una alta tasa de adquisicion. Sin embargo, para estimar la posicion u orientacién del
vehiculo es necesario integrar dichas observaciones, lo que produce una acumulacién de
los errores de medicidén que crece con el transcurso del tiempo. Esto es aceptable solo
si se emplean sensores inerciales de alta precision, los cuales son de costo elevado y de
gran peso y tamafio como para ser instaladas en robots de tamafo reducido. Los sensores
exoceptivos tipicamente proveen informacion de posicion u orientacion asociada a una re-
ferencia externa, pero a una tasa de muestreo baja y con errores apreciables. Para superar
estas limitaciones, la técnica més extendida se basa en la fusién de sensores, que permite
combinar las capacidades de los mismos y obtener un posicionamiento robusto y preciso
[53, 54, 55]. Si bien esta técnica pueden proveer la informacion necesaria, en muchos ca-

sos, los sistemas de posicionamiento tales como el GPS, o los de captura de movimiento
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por imdgenes, no se encuentran disponibles. Algunos ejemplos de operaciéon donde ge-
neralmente no hay acceso a estos sistemas de posicionamiento son (Fig. 1.3): ambientes
interiores, entornos submarinos, del espacio profundo, interiores de minas, bosques fron-

dosos y ciudades altamente edificadas (urban canyons).

Cuando se trata de una formacion multirobot, existe una gran heterogeneidad en el
dominio de los agentes: aéreo, terrestre, acudtico, subacudtico, interiores, entre otros. Por
lo tanto, es deseable disefiar esquemas de localizacion cooperativa que permitan aprove-
char al méximo las capacidades de sensado de cada agente, y reducir la redundancia de
sensores, manteniendo cierta robustez [56, 57, 58]. Un esquema que ha generado interés
en redes de robots mdviles es aquel en que la red posee un subconjunto de vehiculos de
referencia (anchor nodes), que poseen acceso a algun sistema de posicionamiento externo
(navegacion satelital, antenas de radio, etc.), mientras que los demds (unknown nodes)
poseen la capacidad de medir informacidn relativa respecto a otros robots cercanos (dis-
tancia, direccion relativa, etc.). Este problema se enmarca dentro del drea de localizacién
de redes de sensores inaldmbricas (wireless sensor networks (WSN)) [59, 60], con la par-
ticularidad de que cada sensor se reemplaza por un robot con capacidad tanto de sensado
y comunicacién, como de control de movilidad. Tipicamente, los enfoques han utilizado
los canales de comunicacion entre agentes para estimar distancia y/o direccion relativa en-
tre nodos mediante técnicas tales como Time of Arrival (TOA), Angle of Arrival (AOA),
Received Signal Strength Indicator (RSS]), entre otras [61, 62, 63, 64]. Recientemente, se
han incorporado esquemas que usan odometria visual mediante cimaras RGB y sefiales
de radio ultra-wide band (UWB), entre otros [58, 65, 66]. Resulta entonces interesante
estudiar la capacidad del sistema para fusionar estos sensores de forma descentralizada
mediante la cooperacién, y asi resolver la localizacién de todos los vehiculos, aprove-

chando al maximo los recursos disponibles.

Ademads de las habilidades presentadas en esta seccion, un algoritmo de control de
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(a) Océanos.
Créditos: QYSEA FIFISH Lid.

(c) Urban Canyons.

(b) _M1nas. ) Créditos:  Fotdgrafo  desconocido. http://mowabb.com/
Créditos: US Defense Advanced Research Projects Agency. aimages/archives/007314. html

Figura 1.3: Ejemplos de entornos de operacion sin acceso al posicionamiento global.

una red de robots méviles debe ser escalable. Esto significa que el mismo debe tener la
capacidad de mantener tanto el funcionamiento como el desempeiio a medida que aumenta
la cantidad de vehiculos de la red. Por esta razén, analizar y disefiar sistemas bajo la 6ptica
de la escalabilidad, es un principio rector de esta tesis. En el apartado 1.5.3, se presenta

una discusién mds profunda sobre la escalabilidad en las técnicas de control.

1.3. Contribuciones y Estructura de la Tesis

En esta seccion se destacan las principales contribuciones realizadas al drea de estudio

de sistemas multiroboticos.


http://mowabb.com/aimages/archives/007314.html
http://mowabb.com/aimages/archives/007314.html
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El trabajo realizado busca aportar en el andlisis y el disefio de esquemas de coordi-
nacion y control de sistemas autonomos multirobot conscientes de las limitaciones en las
capacidades de sensado y en las comunicaciones de datos en redes de robots moéviles. Para
eso, se consideran las caracteristicas de los robots, las especificaciones de las formaciones

y los requerimientos de conectividad de tareas especificas.

Capitulo 2: Introduccion a Frameworks

Se realiza un estudio formal de dichos sistemas mediante la utilizacion de frameworks,
objetos matematicos que permiten modelar el estado de los robots y las interrelaciones en-
tre los mismos. Con base en las motivaciones descritas, se hace énfasis en el uso clasico de
los frameworks, llamados aqui frameworks de distancia, que permiten analizar y estable-
cer las condiciones cualitativas y cuantitativas de la capacidad de localizar y/o controlar
un conjunto de robots a partir de mediciones de distancia relativa, lo que se conoce como
teoria de rigidez de frameworks. No obstante, la propuesta de la utilizacién de frameworks
no se agota aqui, sino que se propone una generalizacion de los mismos que permite con-
templar aquellos casos donde la informacion disponible sea distinta a la distancia, como
por ejemplo de direccidn relativa (que ha captado el interés de los investigadores recien-
temente [67, 68]), e incluso funciones que involucren mds de dos agentes. Esto permite
extender y aprovechar el estudio formal sobre frameworks de distancia a una multiplicidad

de casos mds generales encontrados en las aplicaciones.

Capitulo 3: Conectividad Algebraica Generalizada

Continuando con el estudio de frameworks, se presentan resultados tedricos relati-
vos a las propiedades de la conectividad algebraica generalizada, un parametro propio de
los grafos subyacentes que extiende los conceptos de conectividad algebraica clédsica. La

conectividad algebraica generalizada resulta un pardmetro de extrema importancia en el
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estudio de la rigidez, por lo que su estudio tiene un interés tanto tedrico como practico. Se
realiza una recopilacion de los conocimientos existentes sobre la conectividad algebraica
generalizada, y se comparan los diferentes resultados existentes a la fecha, a la vez que se
contribuye con nuevos teoremas. Ademads, se presenta una cota superior a la conectividad
algebraica generalizada para grafos arbitrarios, en funcién de la conectividad algebraica
clasica, como fue presentado en [69]. Esto supone una contribucién al estudio de esta
propiedad, ya que provee una cuantificacién del concepto conocido de que la conectivi-
dad algebraica es condicion necesaria para la rigidez. Ademads, permite emplear la gran
cantidad de herramientas y resultados existentes para la conectividad cldsica en el campo
de la rigidez de grafos, lo cual supone un avance en esta area. A su vez, se estudia el
comportamiento de la conectividad algebraica generalizada a medida que el didmetro del
grafo crece. Esto es interesante debido a que en una red de robots méviles, la cantidad
de conexiones de cada agente es limitada, por lo tanto, el didmetro crece con la cantidad
de vértices. Esto resulta de utilidad para evaluar las limitaciones en escalabilidad de los
algoritmos existentes de control de rigidez [70, 71], lo que nos lleva a presentar una nueva

forma de entender la rigidez en funcion de subframeworks.

Capitulo 4: Rigidez Basada en Subframeworks

Se presenta una formulacion novedosa que permite descomponer un framework en
subframeworks. Esto posibilita expresar la propiedad de rigidez de un framework como
una propiedad distribuida a lo largo de la red. Se define formalmente el concepto de sub-
framework y se presentan los teoremas que permiten expresar la rigidez en funcién de los
mismos. También, se proponen métricas orientadas a medir el grado de descentralizacién
obtenido en una determinada descomposicion, con miras en el control de formaciones de
robots. A partir de dichas métricas y de la definicién del alcance minimo de rigidez, se

muestran simulaciones para comparar las caracteristicas de la descomposicion densa con
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respecto la definicion cldsica de rigidez.

Capitulo 5: Control de Rigidez por Subframeworks

Se aplica la teoria de rigidez por subframeworks desarrollada, para el control coordi-
nado del mantenimiento de la rigidez de un framework. En primer lugar, se propone una
adaptacion de los algoritmos de posicionamiento utilizados en redes multirobot, que pres-
cinde de los algoritmos de consenso, mejorando su escalabilidad. También, se propone
un esquema de control por optimizacion y se desarrollan las funciones de costo necesa-
rias para cumplir los multiples objetivos enunciados. Luego, se presenta un protocolo que
permite intercambio de informacidn necesario para poder aplicar dicha ley de control de
forma descentraliza por los agentes de la red. El esquema propuesto es ventajoso respecto
de protocolos anteriores debido a que no requiere el intercambio de informacién global,
evitando los altos retardos y la gran carga comunicacional, especialmente en redes con
gran cantidad de agentes. Para validar dicho esquema se presentan simulaciones compu-
tacionales que pretenden evaluar el desempefio del controlador en distintos escenarios de
interés. Los resultados desarrollados en los Capitulos 4 y 5 fueron presentados en [72,

73].

Capitulo 6: Cinematografia Aérea Multirobot

Se propone como caso de estudio una aplicacion interesante para la utilizacidn, en sis-
temas multirobdticos, de los frameworks generalizados y de la estrategia de control aso-
ciada a los mismos, Cluster Space Control (CSC). Se postula una configuracion para un
sistema de multiples vehiculos aéreos no tripulados (VANT) para la filmacién aérea aut6-
noma, el cual fue presentado en [74]. Con este esquema, un sistema de multiples VANTS
con cdmaras pan-tilt es concebido como una gria robdtica virtual, capaz de seguir tra-

yectorias generadas durante el vuelo (on-the-fly) por un operador de cdmara, mientras se
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cumplen objetivos especificos de la aplicaciéon. Como las variables de estado del cluster
son definidas basdndose en la aplicacion, los pardmetros controlados son intuitivos —y
son los mismos que un operador terreno cambiaria para hacer modificaciones a la tra-
yectoria en tiempo de ejecucion. Ademds, el sistema garantiza de forma auténoma que
los VANTS filmadores no van a aparecer en el campo de vision de los demds, y que las
colisiones son evitadas, con el costo de desviarse de la trayectoria predefinida, liberando
al operador de estas tareas. Para validar el esquema propuesto se emplean herramientas
avanzadas de simulacion, las cuales permiten evaluar el desempefio del sistema con gran

precision.

Capitulo 7: Conclusiones

En este dltimo capitulo se recopilan las contribuciones propuestas en esta tesis y se

discuten futuras direcciones en el estudio de Redes de Vehiculos No Tripulados.

Publicaciones

Esta tesis se basa en las siguientes publicaciones (dispuestas en el mismo orden en que

son presentadas):

A New Upper Bound for the d-dimensional Algebraic Connectivity of Arbitrary
Graphs

J. F. Presenza, I. A. Mas, J. L. Giribet, J. I. Alvarez-Hamelin

Repositorio arXiv, 2022

Subframework-Based Rigidity Control in Multirobot Networks
J. F. Presenza, J. I. Alvarez-Hamelin, I. Mas, and J. I. Giribet

American Control Conference, 2022
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Control de Rigidez por Subframeworks en Sistemas Multirobot
J. F. Presenza, J. I. Giribet , J. I. Alvarez-Hamelin e I. Mas

Jornadas Argentinas de Robdtica, 2022

Aerial Multi-Camera Robotic Jib Crane
P. Moreno, J. F. Presenza, I. Mas, and J. I. Giribet
IEEE/RAS Robotics and Automation Letters, 2021 e IEEE International Conference of

Robotics and Automation, 2021

Ademais de las publicaciones mencionadas arriba, durante este doctorado, he contri-
buido a otros trabajos que, para mantener el foco de esta tesis y que sea de un tamafio
razonable, no han sido incluidos. Estos trabajos se encuentran listados en orden cronol6-

gico:

Validacion de un Sistema de Posicionamiento Ultrasénico para Interiores
J. FE. Presenza, C. D. Pose, I. A. Mas, J. I. Giribet
X Jornadas Argentinas de Robética, 2019

Sistema de control para un Robot Aerodeslizante
E. Pecker Marcosig, J. F. Presenza, J. I. Giribet, I. A. Mas
X Jornadas Argentinas de Robdtica, 2019

Trajectory Following with a MAV Under Rotor Fault Conditions
C. D. Pose, F. Presenza, I. Mas, and J. 1. Giribet
11th International Micro Air Vehicle Competition and Conference (IMAV), 2019 y Un-

manned Systems, 2020
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Adicionalmente, esta tesis contiene una cantidad significativa de material no publica-
do, como el andlisis de la Conectividad Algebraica Generalizada para grafos completos
presentada en el Capitulo 3, y la nueva perspectiva de una descomposicion dispersa en

subframeworks, desarrollada en el Capitulo 4.

1.4. Alcance

A continuacién, presentamos una serie de puntos que fueron tenidos en cuenta para
acotar el marco de estudio de este trabajo, y dotar de la profundidad necesaria a los topicos
que son de mayor interés. Las decisiones tomadas, respecto del alcance considerado, pue-
den ser resumidas en la Fig. 1.4. En la misma, se divide al sistema de control multirobot
en tres capas o niveles: (i) el nivel bajo, dado por la fisica de los vehiculos y los sensores,
(i1) el nivel medio del preprocesamiento de las mediciones primarias de los sensores y la
adecuacion de comandos de velocidad en acciones de los actuadores, (iii) el nivel alto,
dado por los algoritmos de posicionamiento y control que resuelven la coordinacién de
los agentes.

En primer lugar, el control de sistemas multirobéticos realizado se centra en aquellas
técnicas de alto nivel que resuelvan la coordinacién y la concrecion de objetivos globales.
No se estudian los controles de menor nivel asociados a la estabilizacion de los vehiculos
y el seguimiento de comandos por parte de los mismos. Esto se hace en parte porque el
tipo de vehiculo y su dominio de operacion condicionan la dindmica requerida de los es-
quemas de comunicacién y control. Por este motivo, se abstrae el estudio de la tecnologia
empleada, y se asume que los vehiculos tienen capacidad de seguimiento de comandos de
velocidad mediante un controlador apropiado, lo cual es usual en este tipo de aplicaciones.

En segundo lugar, si bien existen distintos tipos de sensores y métodos para obtener
mediciones tanto relativas entre robots (distancia, direccidn relativa, orientacion relativa),

como absolutas (posicidn, orientacién), no nos detendremos en los principios de funciona-
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Agente 1 Agente n
\_ J/

Figura 1.4: Esquema de tres niveles de las estrategias de control. En este trabajo, el nivel
intermedio se asume dado y con caracteristicas ideales.

miento de dichos sensores ni en el procesamiento de los datos primarios. Por simplicidad,
y para no perder generalidad, asumiremos que los dispositivos de medicién realizan un
procesamiento preliminar de dichos datos, cuya salida es la magnitud de interés, afectada
por una incerteza. Este es un abordaje adoptado en otros trabajos similares, por ejemplo
[66].

En tercer lugar, si bien el paradigma de control por path-planning, basado en el dise-
no offline de trayectorias (es decir, previo a la operacién) y el seguimiento online de las
mismas, es un area de intensa investigacion en sistemas multirobdticos [75, 76, 77, 78],
no es el enfoque adoptado aqui. Esto se debe a que, a pesar de que el mismo permite con-
templar maltiples objetivos asociados a la aplicaciéon durante el disefio de la trayectoria,
en la practica existen situaciones imprevistas, generalmente en la forma de perturbaciones
externas (errores de posicionamiento, oclusiones visuales, fuerzas ambientales, fallas en

las comunicaciones). Las mismas no son manejadas efectivamente por los controles de se-
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guimiento de trayectorias, por su naturaleza a lazo abierto. Dependiendo de la aplicacion,
esto puede ser aceptable o no. En los escenarios de estudio planteados en esta tesis, los
objetivos de control tienen requerimientos que deben ser monitoreados durante la mision,
como por ejemplo evasioén de colisiones, pérdida de enlaces de comunicacion, requeri-
mientos artisticos en cinematografia. El incumplimiento de estos objetivos producidos
por eventos fortuitos puede echar a perder toda la mision. Por estos motivos, adoptamos
un enfoque de control online a lazo cerrado, que permite supervisar en tiempo real todas
las variables del sistema, a expensas de una limitada capacidad de cémputo a bordo de los

vehiculos.

Por ultimo, dada la naturaleza de las funciones objetivo planteadas, que dependen ti-
picamente de las posiciones de los robots, los algoritmos de control son disefiadas en el
dominio de tiempo continuo. No obstante, la validacion de dichos esquemas se realizara
mediante simulaciones en el dominio de tiempo discreto. El estudio formal del traspaso
entre un modelo continuo y uno discreto no es abordado aqui. Se asume que las simula-
ciones representan apropiadamente la dindmica continua de los robots, si se realizan con

un paso de tiempo lo suficientemente pequefio.

1.5. Preliminares

En esta seccion presentamos la notacion utilizada durante esta tesis. Luego, introdu-
cimos el protocolo de gradiente descendiente, que es de gran utilidad en este trabajo. Por
ultimo, desarrollamos las ideas basicas detrds del manejo de la informacion en los siste-
mas multirobot, el cual seréd de utilidad en la comprension de los conceptos desarrollados

durante este trabajo.
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1.5.1. Notacion

Conjuntos

En esta tesis, denotamos R, R>o,R~¢ al conjunto de nimeros reales, reales no nega-
tivos y reales positivos, respectivamente. El conjunto de nimeros naturales es Ny, y si se

incluye el cero, Ny. El nimero cardinal de un conjunto 8 es |8|. La potencia cartesiana

n-ésima de 8 la denotamos 8" = {(xy,...,x,) : x; € 8 Vi=1,...,n}. El centroide de un
conjunto de nimeros o vectores {xi,...,Xx,} es Y7 X;.
Vectores

Los vectores u = [u; --- u,]” € R" son considerados vectores columnas; y uli] se

utiliza para extraer el i-ésimo componente u#; € R. Un vector en negrita se emplea para
denotar que es una concatenacién vertical de vectores como en u = [u] --- ul]” con
u € R™ para todo k = 1,...,c; y ulk] denota el vector k-ésimo u; € R". Si se quiere
explicitar que las n entradas de un vector u toman valores inicamente en un subconjunto
S8 C R, se escribe u € 8". Se utiliza el simbolo 1,, para escribir el vector de n entradas
todas iguales a la unidad. La base canénica de R" es eq,...,e,. La norma-2 de un vector

u se escribe ||u]| = y/u?+...+u2; y la norma-infinito ||u|je = méx{u;: 1 <i<n}.La

norma inducida por una matriz simétrica definida positiva P, se escribe |ju||p y es igual

a u? Pu. Dado un conjunto de vectores {u1,...,u,} en R", el subespacio lineal generado
por los mismos se escribe linsp{uy,...,u,}, mientras que el subespacio afin generado por
los mismos se nota affsp{uy,...,u,}.

Matrices

San

Las matrices se denotan con letra maytscula A € R™*", y escribimos A € si las

entradas de la matriz se encuentran restringidas a cierto subconjunto & C R. La matriz
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identidad de n x n es I,. El espacio nulo de una matriz es Nul(A), y el rango de la misma
rg(A). La entrada i, j de una matriz se obtiene mediante A[i, j|, mientras que las fila i y
la columna j se escriben Ali,-| y A[-, j] respectivamente. Cuando se escribe una matriz
por bloques, se usa la negrita A y la notacién A[i, j] indica el bloque correspondiente
a dichos indices. El producto de kronecker de dos matrices A y B se denota A ® B. El
espectro de una matriz se denota A(A) = {Al(ml), e ,lr(m’)} donde my corresponde a la
multiplicidad de dicho autovalor. Si A es simétrica, se ordenan los mismos de menor a
mayor: A1 (A) < A,(A) <... < A,(A). Si una matriz simétrica es (semi) definida positiva,

denotamos mediante la expresién (A > 0) A > 0.

Rotaciones e Isometrias

En esta tesis, se hace uso de las isometrias, también llamadas transformaciones eucli-
deas, debido a que las mismas representan movimientos rigidos de un conjunto de puntos

en el espacio: traslaciones compuestas con rotaciones y reflexiones.

Denominamos O(d) al grupo de transformaciones ortogonales en R¢, tales que T'(x) =
Ox con QT Q = I, correspondientes a rotaciones/reflexiones. El subgrupo especial ortogo-
nal SO(d), de transformaciones con det(Q) = 1, corresponde a rotaciones en el espacio.

Tanto O(d) como SO(d) tienen dimension (‘21) Las matrices de rotacion respecto de los
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ejes x,y,z en sentido antihorario son, respectivamente,

1 0 0

R.(6)= |0 cos(8) —sin(0)], (1.1)
0 sin(6)  cos(6 |
i cos(0) O sin(G)-

R(8)=] 0o 1 0 |, (1.2)

(1.3)

El espacio tangente a SO(d) en el punto I, es el subespacio de R?*? de matrices

antisimétricas A(d), cuya dimensién es (621) Una base del mismo estd dada por
{Ay=Ey—Ep:1<k<I<d}, (1.4)

donde Ey; = ekelT es el elemento k/-ésimo de la base canénica de R?*4. Dado un vector

x = [x1 x2 x3]7 € R3, se denota S(x) a la matriz antisimétrica

Sx)=1x3s 0 —x (1.5)

tal que S(x)y = x X y, para todo y € R3,
El grupo euclideo E(d) esta formado por las isometrias de R¢, transformaciones que
preservan las distancias entre todo par de puntos. Toda transformacién en E(d) consiste

de una transformacion ortogonal seguida de una traslacion: 7 (x) = Qx +¢ para todo x en
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RY. La dimensién de E(d) es (“}).

1.5.2. Protocolo de Gradiente Descendiente

En este trabajo, empleamos en numerosas ocasiones la dindmica del gradiente des-
cendiente en los algoritmos de control y localizacién, por lo que es necesario dar una
apropiada formulacién. Sea x € R” un vector que modela el estado de cierto sistema y
f :R" — R una funcién de x continuamente diferenciable que posee un minimo global.
El protocolo de gradiente descendiente con dindmica continua propone la siguiente tra-
yectoria:

t0) =L (), x(0)=x (1.6

donde x es el estado inicial del sistema. De esta dindmica se sigue que la funcién f es no

creciente con el tiempo

. ofT d
Fao) =2 =150 p <o,

y se deduce que el protocolo converge a un minimo local o a un punto de inflexion de f.

Es posible adaptar esta dindmica mediante una funcién u : R” — R” tal que

0 =-u (Sw). (1.7

para obtener algin comportamiento deseado manteniendo las propiedades de convergen-

cia. Para ello, es suficiente que u(y)?y > 0 para todo y € R".

1.5.3. Manejo de la Informacion en el Control Multirobot

Existen diferentes enfoques para analizar y comparar los sistemas de control de redes

multirobot. La 6ptica adoptada en esta tesis clasifica los algoritmos de control segtin el tipo
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de comunicaciones necesarias para aplicarlos. Esto se debe a que, debido a las limitacio-
nes existentes en las redes inaldmbricas, no se puede asumir que todos los robots pueden
intercambiar informacién entre si en cualquier instante. Por este motivo, el problema de
las comunicaciones debe ser debidamente abordado en el disefio de los controladores. Es-
to da lugar a dos criterios para clasificar los algoritmos de control de formaciones segin:
(1) el tipo de informacion que se debe procesar (global o local), (i1) como es el flujo de esa

informacién entre los agentes de la red (centralizado o descentralizado).

En primer lugar, decimos que los requerimientos de comunicacion de un esquema son
globales si, para lograr los objetivos de la aplicacion que se esté desarrollado, la red de-
be intercambiar y procesar informacién que depende del estado de todos los agentes. Un
ejemplo de objetivo que requiere intercambio y procesamiento de informacién global es el
problema de rendez-vous. En €1, se desea que los agentes se acerquen hasta encontrarse en
un punto en comun que coincide con el centroide de las posiciones iniciales, suponiendo
que no existen colisiones. El lugar donde se ubica el centroide, depende de las posiciones
de todos los robots, por lo tanto, cada uno debe recibir directa o indirectamente informa-
cién de la posicion de todos los demads, si quiere dirigirse hacia el encuentro. En cambio,
existen aplicaciones donde no es necesario que informacion de toda la red sea procesada
por los agentes de la misma, sino que la informacioén es local. Un ejemplo de este caso es
la evasion de colisiones entre robots vecinos: si un agente se comunica con otros dentro
de un cierto radio de conexidn, es suficiente que intercambie y procese informacion de

tales nodos para evitar colisiones con ellos.

En segundo lugar, un enfoque centralizado indica la existencia de una estacion central
de cémputo con los recursos necesarios para controlar un grupo de vehiculos en simulta-
neo. Esencialmente, este tipo de abordaje es una extension de la filosofia tradicional de
control de un unico vehiculo, donde la red es considerada como una unidad. Si bien la

posibilidad de reunir toda la informacién disponible en un centro de cémputo puede ser
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una ventaja, las técnicas centralizadas presentan numerosos inconvenientes. Entre ellos se
destacan: altos requerimientos de capacidad computacional del nodo central, efectos de
cuello de botella en los canales de comunicacidn, falta de robustez por la existencia de
un punto de falla, entre otras. Todas estas desventajas se traducen en un serio limite a la
escalabilidad, entendida como la capacidad de una estrategia de mantener sus propiedades
y desempefio a medida que aumenta la cantidad de robots. Por el contrario, en las técni-
cas descentralizadas, las comunicaciones, el computo y la decision se reparten entre los
agentes. Si, en particular, este reparto es uniforme para todos los agentes, decimos que el
esquema es distribuido. En ambos casos, los agentes actdan unicamente en funcion de la
percepcion de su entorno (a través de sensores), y de las interacciones locales con otros
vehiculos (a través de comunicaciones punto-a-punto). Esto permite lidiar mejor con las
restricciones de computo y energia, los limitados rangos de comunicaciones inaldmbricas,
la distribucion fisica de los sensores, etc., haciendo de las técnicas de control descentrali-

zadas las de mayor potencial. Fig. 1.5 ejemplifica estas definiciones.

(a) Centralizado (b) Descentralizado (c) Distribuido

Figura 1.5: Esquemas de control de redes multirobot segtn el flujo de informacién em-
pleado.

Es importante notar que los dos criterios de clasificacion propuestos estdn intimamen-

te relacionados, y que ambas categorias no son mutuamente excluyentes. En general, el
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tipo de informacién que se debe procesar influye en cémo debe ser el flujo de la misma.
Por ejemplo, si un esquema de control requiere del procesamiento de algiin parimetro
que es global a toda la red, entonces su implementacion directa requiere de un esquema
de comunicaciones centralizado. Sin embargo, en muchos casos se desea implementar el
intercambio global de informacién de forma descentralizada. Para esto, se utilizan algo-
ritmos de consenso que permiten estimar pardmetros globales a partir de interacciones
locales entre nodos vecinos [79, 80, 53]. Sin embargo, los protocolos de consenso presen-
tan limitaciones en cuanto a la escalabilidad. Esto se debe a que, como la informacion es
global, la misma debe propagarse por toda la red, y esto requiere un tiempo que aumenta
con el didmetro de la red [81]. Este andlisis sirve para ilustrar las limitaciones inherentes
a los esquemas de control coordinado cuando debe procesarse informacion global, y las

correspondientes ventajas de utilizar informacién de naturaleza local.






Capitulo 2

Introduccion a Frameworks

En este capitulo, desarrollamos los conceptos fundamentales relacionados con los fra-
meworks, objetos mateméticos que permiten modelar formalmente una red de robots. En
primer lugar, realizamos una breve presentacion de la teoria de grafos, debido a su exten-
dida utilizacién para modelar redes de agentes, y su estrecha relacion con los frameworks.
Luego presentamos en detalle la definicién clasica de frameworks, y su principal propie-
dad: la rigidez. La misma es crucial para la estimacion y el control de redes de robots
moviles a partir de las distancias relativas entre los mismos. Por dltimo, extendemos las
ideas de frameworks existentes en la literatura para proponer los frameworks generaliza-
dos: objetos que permiten formalizar el estudio de cualquier formacién de robots, cuyas

interrelaciones van mads alld de las conexiones punto a punto modeladas con un grafo.

2.1. Grafos

En esta tesis empleamos principalmente los denominados grafos simples, que son
aquellos cuyos enlaces no tienen direccion, y tampoco hay lazos propios, es decir, en-

laces que conecten a un vértice consigo mismo. Tampoco se permite la existencia de mds

25
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de un enlace entre un determinado par de nodos. Estas restricciones serdn dejadas de lado
para contemplar modelos mas complejos en la Seccién 2.3.

Un grafo simple § = (V, &) es el par compuesto de un conjunto de v vértices V =
{1,...,v}, y un conjunto de e enlaces £ = {ey,...,e,} tal que cada enlace consiste en un
par de vértices conectados. Si {i, j} € € denotamos i ~ j. A continuacién se presentan

algunas definiciones que sientan las bases que necesitamos para operar con grafos.

Definicion 2.1.1. La union entre dos grafos (V1,E1) y (V,E2) es el grafo (V1 UV, €1 U

7). De forma similar se define la interseccion.

Definicion 2.1.2. El grafo completo K(V) es aquel que contiene todos los posibles enla-

ces.

Definicion 2.1.3. Sea (V, &) un grafo. El subgrafo inducido por un subconjunto de vér-
tices V' CV, es el par (V' &) donde &' ={{i,j} €& : i,j eV}

Definicion 2.1.4. El conjunto de vecinos de un vértice Nj={j €V : j~i}. El grado n(i)

es la cantidad de vecinos.

Definicion 2.1.5. Un camino simple sobre G es una secuencia de vértices distintos T =
(i1,12,...,iy) tales que iy ~ ixr1 para todo k = 1,...,m — 1. La longitud del camino,

|| = m— 1, es decir, la cantidad de enlaces que atraviesa.

Definicion 2.1.6. Un grafo es conexo si para cada par de vértices existe un camino que
los une. Un componente conexo de (V,E) es el subgrafo inducido por un subconjunto
de vértices por V', tal que el mismo es conexo y no forma parte de ningiin otro subgrafo

conexo con mds vértices o enlaces.

Definicion 2.1.7. La distancia geodésica g(i, j) entre dos nodos la longitud de un camino

mds corto que los une

g(i,j) =min{|xn|: m eII;;}, (2.1)
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donde 11; j denota al conjunto de caminos que tienen a iy a j como nodos terminales.

Definicion 2.1.8. La excentricidad £(i) de un vértice es la distancia al nodo mds alejado
del mismo,; mientras que el didmetro D(S) de un grafo es la distancia geodésica entre el

par de nodos mds alejados,

e(i)=max{g(i,j): j€V},  D(S)=méx{g(i,j): i,j€V}. 2.2)

Un nodo se dice periférico si su excentricidad equivale al didmetro del grafo.

El limite de Moore [82] indica que un grafo simple G con grado maximo nysx y v

vértices tiene diametro

v—1

R Nmgx = 27
o Mgy —2

log((v—1) moe +1) e 2

log(nmax—1) 2 Tmax )

D(§) > (2.3)

Esto implica que el didmetro crece al menos logaritmicamente con la cantidad de vértices
de un grafo.
Matrices de un Grafo

Existen diversas formas de representar informacién de un grafo utilizando matrices.

Entre las mas utilizadas se encuentran las detalladas a continuacion.

Definicion 2.1.9. La matriz de adyacencia A de un grafo es la matriz {0,1}"* tal que la

entrada Ali, j| =1 sii~ .

Definicion 2.1.10. La matriz de grados D de un grafo, es la matriz de v X v diagonal tal

que la entrada DIi,i] = n(i).

Definicion 2.1.11. La matriz laplaciana de un grafo es L := D — A.
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Es bien sabido que L es una matriz simétrica semi-definida positiva. Las propiedades
algebraicas del laplaciano tienen un papel fundamental en el estudio de la difusion de

informacién sobre un grafo, y por consiguiente en su conectividad.

Teorema 2.1.1 (En [83]). Sea un grafo G, las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. § tiene c componentes conexos (Vi, &), k=1,...,c
2. La multiplicidad de A = 0 como autovalor de L es igual a c.

3. El conjunto de vectores uy, ... ,u. € {0,1}" definidos tal que

1
ui[i] =
0, caso contrario,

, ier,

forman una base ortogonal de Nul(L).

Definicion 2.1.12. La conectividad algebraica del grafo, a(3G) := A2(L), se define como

el segundo menor autovalor del laplaciano.
Corolario 2.1.1. Un grafo es conexo si y solo si a(G) > 0.

La conectividad algebraica es un pardmetro de extrema importancia en el estudio es-
pectral de grafos [84]. Esto se debe tanto a su gran influencia en una diversidad de campos
de estudio y de aplicacién, como por ejemplo los sistemas multirobot. En esta érea, la co-
nectividad algebraica tiene un papel fundamental en el desarrollo de algoritmos de control
de conectividad [85] y de filtros de consenso para fusion de sensores [53], entre otros. Se
recomiendan los textos [86, 87] para un estudio general sobre conceptos de la teoria de

grafos; y [88, 89] para un andlisis avanzado en la teoria espectral de grafos.
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(a) Barras vinculadas (b) Framework barra-vinculo

Figura 2.1: Un conjunto de barras vinculadas en el plano modeladas mediante un frame-
work.

2.2. Frameworks

Un framework representa un conjunto de puntos o cuerpos rigidos situados en el espa-
cio y una serie de barras rigidas que fijan las distancias entre dos puntos. Los framework
han sido empleados durante afios en dreas de la matemdtica como la geometria compu-
tacional y algebraica, y en aplicaciones como la ingenieria civil y mecdnica, la robética, la
fisica de los materiales, entre otras. En la literatura se han diferenciado tres tipos: frame-
works de barra-vinculo (bar-joint) que describen un conjunto de barras rigidas vinculadas
a través de puntos de unién que permiten la rotacion relativa; los frameworks cuerpo-barra
(body-bar) compuestos de un conjunto de cuerpos conectados a partir de barras rigidas; y
los frameworks cuerpo-bisagra (body-hinge) donde los vinculos permiten unicamente la
rotacion relativa de los cuerpos respecto de su eje. Los ultimos dos tipos de frameworks
pueden ser reemplazados por frameworks del primer tipo, sustituyendo los cuerpos por
frameworks barra-vinculo rigidos, propiedad que analizaremos en detalle en la siguiente
seccion. Esto hace que los frameworks de barra-vinculo sean los mds estudiados en la li-
teratura, y, por lo tanto, los considerados en esta tesis. Un framework barra-vinculo queda
determinado por el par (G, p), donde los enlaces del grafo corresponden a las barras, y los
vértices a los extremos de las mismas (Fig. 2.1), y p: V — R es la funcién que determina

la realizacién espacial del grafo, asignando una posicién a cada vértice.
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2.2.1. Rigidez de Frameworks

La Teoria de Rigidez se ha establecido como una de las dreas de mds intensa investi-
gacion en el estudio de los frameworks [90, 91, 92, 93, 94]. La misma parte del siguiente
problema fundamental. Considere un framework (9, p) de v nodos y e enlaces, el cual
tiene asociada la funcién f : R? — R¢ tal que f(p) = [--- ||pi — pj| ---]T contiene las
distancias asociadas a cada enlace. La teoria de rigidez de frameworks estudia la preima-
gen de f(p), es decir, el conjunto de realizaciones espaciales que inducen las mismas

distancias que p, y la influencia del grafo G en dicho conjunto.

Rigidez Global

Es facil observar que la preimagen de f(p) no es finita debido a que incluye a toda
realizacion que difiera de p en una transformacién euclidea. Es decir, f~!(f(p)) contiene

al conjunto de configuraciones congruentes a p, que se define como
C(p) =={[E(p1)" - E(p)']" : E €E(d)}. (2.4)

La rigidez de un framework queda determinada por el tipo de inclusion existente entre

estos conjuntos.

Definicién 2.2.1. Se dice que un framework (G, p) es globalmente rigido si f~'(f(p)) =
C(p).

Conocido el conjunto de distancias, un framework globalmente rigido es univocamente
localizable médulo transformaciones euclideas. Si bien esto puede ser deseable, resulta
una condicién muy exigente en muchos casos practicos. Es por ello que, en muchas si-
tuaciones, es suficiente considerar una condicion de rigidez en las cercanias del punto p,

como se define a continuacion.
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Rigidez en un Entorno

Definicion 2.2.2. Se dice que un framework (G, p) es rigido en un entorno, o simplemente
rigido, si existe un entorno abierto U de p tal que f~'(f(p)) NU = C(p) NU. En caso

contrario, se denomina flexible.

Un framework rigido (pero no globalmente rigido) no es univocamente localizable
dadas las distancias entre nodos adyacentes. Sin embargo, existe un conjunto finito de
configuraciones no congruentes a p en £~ (f(p)). Por tltimo, si un framework es flexi-
ble, entonces existe un continuo de configuraciones no congruentes a p en £~ (f(p)). En
la Fig. 2.2 se dan ejemplos de frameworks globalmente rigidos, rigidos y flexibles, que
permiten comparar estos conceptos. Fig. 2.2a muestra un framework globalmente rigido
en el plano. Si se elimina el enlace entre los nodos 1 y 4, se obtiene el framework de
la Fig. 2.2b, el cual es rigido pero no globalmente rigido. Para observar esto, notar que
existe una configuracién p’ € f~!(f(p)) obtenida de “reflejar” el nodo 4, sin modificar
las distancias de los enlaces. Sin embargo, no existe una trayectoria continua de p a p’ que
preserve dichas distancias. En la Fig. 2.2c se observa el framework obtenido de eliminar
el enlace entre 3 y 5 lo que hace que el mismo se vuelva flexible. Se muestra una configu-
racién p” que preserva las distancias, y a diferencia del caso anterior, la misma se obtiene

de una “deformacion continua’ del framework.

Al momento de escribir este trabajo no se conocen algoritmos eficientes (clase P)
que permitan determinar si un framework es rigido o globalmente rigido [95]. Probar
la existencia o inexistencia de dichos algoritmos sigue siendo un problema abierto. El
problema se vuelve tratable si consideramos frameworks en posicién genérica, concepto
de gran importancia que serd definido en la Seccién 2.2.2. Para frameworks genéricos, la
rigidez se puede determinar por medio de una aproximacion de primer orden al conjunto

F~Y(f(p)), que da lugar al concepto de rigidez infinitesimal.
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(a) Glob. Rigido igi (c) Flexible

Figura 2.2: Un conjunto de vértices espacialmente distribuidos y un conjunto de enlaces
determinados por aquellas distancias que deben preservarse. El conjunto de distancias
conocidas determina la rigidez del framework.

Rigidez Infinitesimal

Considere un framework (G, p), y el vector de posiciones p = [p! --- pI1T. Se define

la Matriz de Rigidez como la matriz jacobiana de f,

d
R(p) := %(p) € RO, (2.5)

Cada fila de la misma estd asociado a un enlace e; = {i, j}, tal que

R(p) = 0 ... (pi-—p)" (pi=p)" 0o -..|e (2.6)
[pi—pjll lpj—pill k

Lema 2.2.1. La matriz de rigidez posee las siguientes propiedades:
1. Invarianza a escala: para todo o > 0, R(aep) = R(p).

2. Invarianza a traslacion: para todo b € RY, R(p+b) = R(p)
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3. Similaridad ante transformaciones ortogonales: para todo Q € O(d),

R(Qp) =R(p)(L,® Q)"

La matriz de rigidez es de gran importancia, ya que el espacio nulo de la misma estd
compuesto por aquellas velocidades asociadas a los vértices que, infinitesimalmente, no
producen perturbaciones en el conjunto de distancias relativas. Se define T(p), el espacio
tangente a C(p) en el punto p, denominado subespacio trivial, el cual estd conformado
por las velocidades de roto-traslacion del framework. Un sistema de generadores de este

subespacio estd dado por
{ex: 1<k <d}U{App:1<k<I<d}, (2.7)

donde e; := 1, ® ¢, representa velocidades de traslacion, y Ay :=1,Q (Eyy —Ep) yp =

[pI -+ pI'|T constituyen las velocidades de rotacién. Luego, se sigue que

T(p) C Nul(R(p)). (2.8)
Definicion 2.2.3. Se dice que (9, p) es infinitesimalmente rigido si
T(p) =Nul(R(p)). (2.9)

En caso contrario, decimos que (G, p) es infinitesimalmente flexible.

Un framework infinitesimal rigido es tal que las unicas velocidades asociadas a los
vértices que no perturban las distancias establecidas por los enlaces, son las velocidades
de roto-traslacion. Para evaluar la rigidez infinitesimal de un framework, es de suma im-

portancia el Teorema 2.2.1 presentado a continuacion, inicialmente propuesto por [90] y
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luego extendido por [96, 97] con la introduccién del autovalor de rigidez. Para ello se
define la matriz L(p) := R(p)” R(p) usualmente conocida Matriz Simétrica de Rigidez,
denominada Laplaciano de Rigidez en esta tesis por su analogia con el laplaciano de un
grafo. El laplaciano de rigidez es una matriz simétrica semi-definida positiva, que posee
una estructura de v X v bloques de tamafo d X d, cada uno asociado a un par de vértices.
El mismo puede construirse a partir de una sumatoria de e términos L =} ;. ;¢;;, cada

uno correspondiente a un enlace

i

0 --- 0 0 e 0
o - 5ij5i§ _5l.j5i§ o0l
t(p) = | - - 2.10)
o -- —5,755 3,735 e 0 g
0 - 0 0 _—]
donde
PPl sipi# s
5, = pi—p;ll J 2.1
0, caso contrario.

Definicion 2.2.4. Sea t(p) := dim(T(p)), al autovalor X,(,),1(L(p)) se lo denomina au-

tovalor de rigidez.

Teorema 2.2.1 (En [90, 97]). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. El framework (G, p) es infinitesimalmente rigido,
2. 1g(R(p)) = dv—t(p),

3. Ay i1 (L(p)) > 0.
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El aporte de este teorema es que permite determinar la rigidez infinitesimal de un fra-
mework a partir de algoritmos para computar el rango o los autovalores de una matriz.
Mas atn, L( p)+1 proporciona una medida continua de la rigidez, que permite comparar
distintos frameworks en funcién de su grado de rigidez. Sin embargo, esto requiere el
conocimiento de #(p), la dimensién de la variedad de configuraciones congruentes, cu-
ya deduccién se puede encontrar en [91]. All{ se define s := dim (affsp{py,...,pv}) y se

observa que s < min{v — 1,d}. Luego, se muestra que

t(p) = %, (2.12)

de donde se deduce que t(p) < (dgl), y que la igualdad se cumple siy solosis=d—1o0

s=d.
Lema 2.2.2 (En [91]). Si (G, p) es infinitesimalmente rigido, entonces s = min{v — 1,d}.

Corolario 2.2.1. Si (G, p) es infinitesimalmente rigido y v < d+ 1, entonces G es comple-

to.

Corolario 2.2.2. Si (G, p) es infinitesimalmente rigido, entonces la cantidad de enlaces

Jy_ Y2d—vil)

) ) v<d,

e >

dv— (1), v>d+1,
Si se cumple la igualdad de la expresion anterior, decimos que el grafo es minimamente

rigido.

2.2.2. Rigidez Genérica

Como se ha presentado en las secciones anteriores, tanto la rigidez como su version

infinitesimal son propiedades de los frameworks. Ambas nociones, si bien intimamente
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relacionadas, no son equivalentes para cualquier realizaciéon espacial. Para ver esto, se
parte de que

T(p) CF(p) € Nul(R(p)), (2.13)

donde F(p) es el espacio tangente a f~'(f(p)) en el punto p. La primera inclusién se
vuelve una igualdad si y solo si el framework es rigido. La segunda, si y solo si todo
vector en Nul(R(p)) es tangente a f~'(f(p)). Cuando esto sucede, el espacio nulo de

R(p) es minimo, y se dice que la configuracion es genérica.

Definicion 2.2.5. Un framework (G, p) estd en posicion genérica si p maximiza el rango

de la matriz de rigidez, es decir, rg(R(q)) < rg(R(p)) para toda realizacion q.
El siguiente teorema precisa la relacion entre los dos tipos de rigidez analizados.

Teorema 2.2.2 (En [91]). Un framework (G, p) es infinitesimalmente rigido si 'y solo si es

rigido y estd en posicion genérica.

Se puede demostrar que las posiciones genéricas de un grafo forman un conjunto abierto
y denso en R%¥ [92]. Por lo tanto, ambas nociones de rigidez coinciden en casi todo punto
del espacio de realizaciones. Mds atn, se deduce que si un grafo tiene una realizacién
que es infinitesimalmente rigida, entonces la misma es genérica, puesto que maximiza
el rango de la matriz de rigidez. Entonces, para toda realizacion genérica, el framework
resultante es infinitesimalmente rigido. Por lo tanto, es propicio establecer a la rigidez
como una propiedad genérica del grafo subyacente, es decir, que se cumple (o no) para

casi toda realizacion espacial.

Definicién 2.2.6. Un grafo G es genéricamente rigido en R? si (G, p) es rigido para toda

realizacion genérica p en dicho espacio.

Es importante notar que la rigidez genérica de un grafo depende de la dimension en

la cual se realiza. Por ejemplo, el grafo de la Fig. 2.2b es rigido en R?, pero no en R3.
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Determinar la rigidez genérica de un grafo mediante métodos puramente combinatorios,
es un problema abierto para d > 3 [98]. Alternativamente, el siguiente teorema junto con
el Teorema 2.2.1 permiten evaluar la rigidez genérica, para todo d, por medio de métodos

matriciales.

Teorema 2.2.3. Un grafo G es genéricamente rigido en R? si y solo si existe al menos

una realizacion tal que (G, p) que es infinitesimalmente rigido.

Conectividad Algebraica Generalizada

A partir de lo presentado en esta seccidn, resulta interesante emplear un parametro
del grafo que permita postular, en términos cuantitativos, la rigidez genérica. Para esto,
primero observar que el laplaciano de rigidez de un framework (2.10) es equivalente al
laplaciano del grafo asociado, para cualquier realizacién p: V — R!. Dado que, ademis,
cuando d = 1 se sigue que ¢(p) = 1, por lo tanto, el autovalor de rigidez coincide con la
conectividad algebraica. Esto indica que la rigidez infinitesimal de un framework (G, p)
en R! es equivalente a la conectividad algebraica del grafo subyacente. Por lo tanto, es

natural extender esta idea a mayores dimensiones [94].

Definicion 2.2.7. La conectividad algebraica d-dimensional de un grafo G se define como

aq(9) == sup{Ay ()1 (L(p)) : p: V=R (2.14)

De esta definicion y del Teorema 2.2.3 se deduce el siguiente teorema.
Teorema 2.2.4. G es genéricamente rigido en R? si y solo si ag(G) > 0.

Este teorema es poderoso, ya que permite no solo determinar la rigidez genérica de un
grafo, sino que ademds proporciona una medida de rigidez que permite comparar dicha
propiedad para distintos grafos. No obstante, el computo de a,(5) es un problema abierto

parad > 2.
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2.3. Frameworks Generalizados

2.3.1. Definicion

Debido a las ventajas de poder estudiar a los conjuntos de robots interconectados a tra-
vés de formalismos matematicos como los frameworks, es deseable contar con una forma
de modelar sistemas multirobot con cualquier tipo de interrelacion. La idea de extender
los frameworks a otras funciones fue explorada por [67, 68] donde los agentes no miden
distancia, sino direccién relativa (bearing) con respecto a sus vecinos. En dichos traba-
jos se puede ver la aparicion de una estructura algebraica andloga al caso de distancia,
lo que permite extender conceptos y herramientas a este nuevo escenario. Por ejemplo,
los autores muestran que sobre los frameworks de direccidn relativa se puede definir la
rigidez, asociada a la posibilidad de estimar las posiciones de los agentes modulo una
traslacion y un factor de escala, operaciones que no afectan las direcciones relativas entre
robots. Ademds, la rigidez de direccidn relativa se puede evaluar mediante las matrices
de rigidez y laplaciana definidas en tal contexto. Esto hace que sea muy atractivo poder
generalizar esto a otras relaciones entre robots, que sean: (i) hibridas, es decir, que per-
mitan contemplar més de un tipo de funcién en simultdneo (distancia, direccion); (ii) que
no sean necesariamente binarias, es decir, que permitan contemplar interrelaciones entre
mas de dos agentes (centroide de un subconjunto), o de uno de forma individual (posicion
absoluta).

Para lograr estos objetivos, en primer lugar debemos extender los conceptos de gra-
fos para poder modelizar relaciones més complejas entre un conjunto de nodos. Para ello
empleamos el concepto de hipergrafos. En sistemas multirobot, los hipergrafos pueden
ser empleados para incluir en el modelo funciones de un tnico agente, o de un cluster de
multiples robots. Por ejemplo, en la localizacion multirobot, algunos agentes pueden con-

tar con mediciones absolutas de su posicion provistas por un sistema de posicionamiento
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global (GPS), lo cual se incorpora al hipergrafo por medio de un lazo propio; mientras
que un subconjunto de agentes puede tener la capacidad de estimar su centroide, lo que se

modeliza con un hiperenlace que cubre a dicho conjunto.

Un hipergrafo H = (V,B) estd compuesto de un conjunto de vértices V y un conjunto
B = {by,...,b,} de subconjuntos de V no vacios, que llamamos hiperenlaces o cuerpos.
Con esta definicién, se permite incorporar al esquema lazos propios (|b| = 1) e inter-
acciones entre multiples nodos (|b| > 2). Un framework generalizado, entonces, queda
definido por la tripla (3,7, f) donde r : V — R% asigna un estado a cada robot (tipica-
mente posicién, orientacion, etc.), y f(r) = [fi(r)T --- f,(r)T]" donde f; es una funcién

diferenciable asociada al cuerpo by. La matriz de incidencia J¢(r) del framework es la

matriz de derivadas parciales de f respecto de r = [r] -+ rI'|7, tal que
0
3 (r)[k,i] = J(;"(r) (2.15)
ri

es el bloque asociado al cuerpo k y al robot i. El Laplaciano de un framework es la ma-
triz simétrica semi-definida positiva definida como L¢(r) = J¢(r)"J +(r). La misma estd
compuesta por v X v bloques de tamafio d x d, cada uno asociado a un par de vértices.
El bloque L¢(r)[i, j] con i # j es distinto de cero solo si existe un cuerpo que contiene a
ambos vértices. En el Ejemplo 1 se muestra la definicién de un framework generalizado
compuesto de 3 robots mdviles. En ella se construye la matriz de incidencia del frame-

work, donde puede observarse subyacente la topologia del hipergrafo.
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Ejemplo 1: Frameworks Generalizados

Considere una formacién de 3 vehiculos terrestres con r; = [p! 6;]7 donde 6; re-
presenta la orientacion de los mismos respecto de un sistema de referencia comun.

como indica la imagen:

Se definen los cuerpos B = {b; = {1},by ={1,2},b3 ={1,3},bs = {1,2,3}} tales

que

c1:=fi(n) =

c2:= fo(r,n)=rn—n

c3:= f3(r1,13) = ||r1 — 13|

¢4 := fa(ra,r3) = (r1+r2+nr)/3

La matriz de incidencia toma la forma
1 2 3

[ I; 0 0 1 by

J(r) = L —I3 0 bs

(rl—r3)T/C3 0 (7‘3—}’1)T/C3 b3
/3 I3/3 L/3 | by
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2.3.2. Control de Formaciones en el Espacio del Cluster

Usualmente, en las aplicaciones donde se realizan tareas cooperativas con multiples
robots, el estado de la formacidn se representa con un vector que agrupa las variables de
estados de cada vehiculo (e.g., posicion, orientacién). Sin embargo, en muchos casos re-
sulta beneficioso realizar un cambio de variables, transformando el vector de estados de
la formacidn a otro cuyas variables representan magnitudes geométricas de la formacion
como un cuerpo articulado, abstrayendo el andlisis de los estados individuales de cada
robot. El Cluster Space Control (CSC) [30, 23] es una estrategia de coordinacion de for-
maciones de robots que permite seleccionar un conjunto de variables de estado, adecuadas
para una determinada aplicacidn, y a partir de ellas realizar la especificacion, el control y
la supervision. Al espacio de vectores cuyas coordenadas representan estados individua-
les de los robots lo llamamos espacio de los robots, que incluye tipicamente posiciones
y orientaciones. Al espacio de vectores que contienen los estados de la formacién como
un cluster o mecanismo virtual, lo llamamos espacio del cluster, formado por variables
geométricas de la formacién, como puede ser centroide y orientacion de la formacion,
distancias relativas entre robots o respecto al centroide, etc.

La técnica de control en espacio del cluster (CSC) se basa en esta idea para disefar
una ley de control que opere la formacion en el espacio del cluster, es decir, mediante
la especificaciéon y seguimiento de trayectorias en dicho espacio. En consecuencia, se
mejora la usabilidad al ofrecer un nivel de abstraccion de control por encima de los robots,
y relacionando la operacién directamente con la tarea que se quiere llevar a cabo. Esta
técnica ha sido implementada de forma exitosa en el control de formaciones multirobot
en diversos dominios como lo son terrestre, acudtico y aéreo [99, 100, 101, 102, 24].
Debido a que la coordinacién y el control de la formacion sucede en el espacio del cluster,
pero la estimacion de las variables y el comando de los vehiculos se implementan en el

espacio de los robots, es necesario contar con un conjunto formal de transformaciones
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cinemadticas que relacione ambos espacios.

Formulacion general

Dado un sistema de multiples robots modelado por medio de un framework genera-
lizado, (3, r, f) donde f es un difeomorfismo que relaciona ambos espacios. La técnica
CSC aprovecha la posibilidad representar el estado del sistema de forma alternativa me-

diante

c:=f(r)=[A0)" - KN, (2.16)

denominado vector de estados en el espacio cluster. El esquema consiste en convertir
posicion y velocidad del espacio robot r, 1 al espacio del cluster ¢, ¢, computar la accién
de control en dicho espacio u. = k(c,¢), y luego convertir esta accién al espacio de los
robots. Las transformaciones de velocidades entre ambos espacios se llevan a cabo a través

de las ecuaciones cinematicas

e=J(r)i, (2.17)
F=J () (2.18)

donde J r denota la matriz de incidencia del framework. En Fig. 2.3 se muestra el diagrama

en bloques que ilustra esta arquitectura de control.

2.4. Resumen

En este capitulo, presentamos los conceptos fundamentales de la teoria de frameworks,
necesarios para comprender su aplicacioén en el control de formaciones multirobot. En
primer lugar, dimos un resumen de las ideas mas importantes de los grafos, herramienta

matematica por excelencia para modelar interacciones entre pares de agentes. En segundo
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Controlador Transformacion Formacion
Cinemaética
U, u,
>—1 i Robot 1 l—'
k(c, ¢) l
— |
,
c,c T, T

—

Figura 2.3: Arquitectura del Control en el Espacio del Cluster.

lugar, presentamos el problema de rigidez de frameworks, area que cuenta con una larga
tradicion y que tiene aplicaciones en un sinnimero de ramas de la ingenieria y también de
otras disciplinas. Vimos que en el caso de las redes multirobot, la rigidez es la propiedad
clave que determina si es posible tanto la localizacién como el control de vehiculos a
partir de las distancias relativas entre los mismos. Estos conceptos serdn utilizados en el
esquema de rigidez por subframeworks propuesto en el Capitulo 4 y aplicado al control en
el Capitulo 5. A su vez, discutimos que la rigidez es en verdad genérica, en el sentido de
que es una propiedad que se puede asignar a los grafos subyacentes, sin distincién de las
realizaciones espaciales de los frameworks. Esto posibilita mejorar el estudio tedrico de
la rigidez, al relacionarla directamente con las propiedades combinatorias de los grafos,
lo que permite reutilizar el vasto conocimiento generado para estos tltimos.

Luego, propusimos una forma de extender las ideas de frameworks, presentando los
frameworks generalizados, herramientas matemaéticas que permiten modelar cualquier ti-
po de interaccion entre agentes. Esta idea, estd intimamente relacionada con la técnica de
control en el espacio del cluster CSC, la cual serd empleada en el contexto de cinemato-

grafia aérea auténoma en el Capitulo 6.






Capitulo 3

Conectividad Algebraica Generalizada

En este capitulo presentamos andlisis, propiedades y nuevos resultados que extienden
la teoria algebraica de rigidez introducida en el Capitulo 2. Se hace especial énfasis en el
comportamiento de la conectividad algebraica generalizada en distintas dimensiones, y su

relacion con propiedades invariantes de un grafo, en particular con el didmetro.

3.1. Preliminares

Por simplicidad en la notacién, cuando sea conveniente, utilizaremos A\; (G, p) y A(G, p)
para denotar, respectivamente, el k-ésimo autovalor y el espectro del laplaciano de rigi-
dez de un framework. Por simplicidad, y sin pérdida de generalidad, asumimos que el
centroide del framework coincide con el origen (Y.}, p; = 0)

Es de utilidad expresar los autovalores y autovectores del laplaciano de rigidez de un

framework (G, p) como

)\1 = ...= At(p) = 0, linsp{ul,.. . 7ut(p)} = T(p)
M =min{x Lx: ||x||=1,x LU} t(p)+1<k<dv

45
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con Uy = {uy,...,u;}. Luego, la forma cuadrética asociada

Pi—Dj .
S1 p; i
ISP P

Nix= Y (8 —x)) 8=

i~j 0, caso contrario.

(3.1)

resulta de gran importancia para analizar la rigidez de un framework. Esta seminorma
cuantifica la deformacién infinitesimal en las distancias de los enlaces inducida por las
velocidades x; de los vértices [96]. Un grafo rigido, pero con A;(,) 1 ~ 0, indica que es

posible asignar perturbaciones a las posiciones de los vértices X = [xlT o xl

]7, ortogo-
nales a T(p), tales que la variacién que inducen en las distancias || p; +x; — (p;j +x;)|| —
|pi — pj|| = 0 para todo enlace.

Analizar la rigidez de un framework por medio de las condiciones del Teorema 2.2.1
puede simplificarse si se obtiene una condicién equivalente, donde el indice del autova-

lor a evaluar sea independiente de p. Primero, presentamos el siguiente lema, que es de

utilidad en la demostracion del Teorema 3.1.1.

Lema 3.1.1. El laplaciano de rigidez de un framework d-dimensional con v vértices

tiene al menos N = (SJZFI) + (d — s)v autovalores nulos, donde s es la dimension de

S :=linsp{pi,...,pv}.

Demostracion. Sea B = {by,...,bs} U{bsy1,...,bs} la unién de una base de S y otra
de S*, respectivamente. Se observa que el framework tiene (s}“l) velocidades de roto-
traslacion sobre S, y (d —s)v velocidades individuales en St Uir=e@bgconi=1,...,v,

k=s+1,...,d donde e,b son los vectores de las bases estandar y B. [

Teorema 3.1.1. Sea (G, p) un framework d-dimensional con v vértices. Sean

(d +1)(2d—d')
2

. (s+1)(2d —s)

+1, l‘(p):
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con d :=min{v—1,d} y s < d' la dimension del subespacio lineal S generado por
{p1,---, Py} Se cumple que Ag(SG, p) = X;(p)+1(5,p).
Demostracion. Sis = d' la demostracién es inmediata. Consideremos ahora s < d’, lo cual

implica A;(,) 1 = 0. Por lo tanto, debe probarse que Ag = 0. Por el Lema 3.1.1, sabemos

que Ay = 0. En consecuencia, resta mostrar que R < N:

N—(R—1) :dv+s(%—v) +(%—d) (d'+1)

d+1
>dv+d' ( ;_ —v) + (% —d) (d+1)=(d-d)((v-1)-d')=0.
La desigualdad se demuestra como sigue partiendo de que s < d’ < v
s+ 1  (d+1 o s+d' 41
s( > —v)—d ( > —v) =(d —ys) Ve ———
2v—1)+1
> (d' —s) (v—%) >0,
y la igualdad a cero de resulta por definicién de d’. [

En la Tabla 3.1 se muestra el valor que toma el parametro R en funcién de la cantidad

de vértices y la dimension del espacio.

v=2|v=3|v=4|v=5
d=1 2 2 2 2
d=2| 4 4 4 4
d=3 6 7 7 7
d=4| 8 10 11 11

Tabla 3.1: Pardmetro R como funcién de d y v.

A continuacion presentamos otro resultado que permite obtener los autovalores de un

framework contenido en un subespacio de R?, y que seré de utilidad m4s adelante.
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Lema 3.1.2. Sea (G, p) un framework d-dimensional con v vértices que generan un subes-

pacio S de dimension s. Entonces

A(S,p) = {0“""}UA(S,q)

donde q : V — R asigna las coordenadas de cada p; en una base ortonormal de S.

Demostracion. Sea B € R?*S tal que sus columnas forman una base ortonormal de S,

luego ¢; = BT p; . Entonces el bloque asociado al enlace ij es

(pi—pj)(pi—pj)"

L(p)[i,j] = —
lpi = pjll?
_ plai—a)lai—a)" o
lgi —a;l1?
=BL(q)li,j] B".
Esto implica que L(p) = (I, ® B)L(q)(I, ® B)", lo cual completa la prueba. N

3.2. Cotas

Como se presento en la seccion 2.2.2, el computo de la conectividad algebraica ge-
neralizada permite determinar la rigidez genérica de un grafo, independientemente de las
realizaciones espaciales del mismo. Estudiar a la rigidez como una extensién geométrica
de la teoria espectral de grafos resulta un abordaje prometedor, que permite aprovechar el
vasto conocimiento adquirido por esta ultima a lo largo de los afios. Sin embargo, obte-
ner el valor de a;(9) es tanto o mds complejo que decidir si el mismo es genéricamente
rigido (condicién a; > 0), que a su vez es un problema abierto para d > 3. No se cono-
ce, a la fecha, un algoritmo que permita calcular la conectividad algebraica generalizada

para un grafo arbitrario. Es por ello, que encontrar cotas inferiores y superiores de dicho
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pardmetro es un drea de intensa investigacion.

3.2.1. Grafos Completos

A continuacion presentamos los resultados mds importantes para la conectividad al-

gebraica generalizada de grafos completos.

Teorema 3.2.1 (En [103] y [104]). Seand =2, v >3y (X,,p°) con p° € R? un posicio-

namiento de los vértices tal que ||p?|| = 1 para todo i, y ¥; p7 = 0. Entonces

A(Ky, p°) = {0B) 32v=4) (1Y,

)4

Ademds, p° alcanza el mdximo de (2.14), es decir ax(X,) = X4(X,, p°) = 3.

Teorema 3.2.2 (En [104]). Sea d >3y (Kyi1,p™) con p® € R un posicionamiento de

los vértices del grafo sobre los vértices de un d-simplex regular. Entonces
A(Kgir,p ) {0 d(d+1)/2) {((d+1)(d~ 2/27%( ) d+1()}

Ademds, p™ alcanza el mdximo de (2.14), es decir ag(Kqi1) = /\(d+1)+] (Kgp1,p™) = 1.
2

A continuacién presentamos un resultado que permite completar el tridngulo inferior
de la Tabla 3.2, en la cual se muestra un resumen de los valores de la conectividad alge-

braica generalizada.
Teorema 3.2.3. Sea G un grafo cond > v — 1, entonces a;(G) = a,—1(9).

Demostracion. Si G no es completo, a;(G) = 0 para todo d > v — 1 por Corolario 2.2.1.

Sea G es completo, entonces por Teoremas 3.2.1y 3.2.2, parad =v— 1

A(sye1 (Ko, o) = a,_1(X,).
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Consideremos ahora el caso d > v, y definimos ﬁiA € R tal que las primeras v — 1 compo-
nentes coinciden con pl.A y los restantes iguales a cero. Por Lema 3.1.2, como los vértices

se encuentran contenidos en un subespacio S de dimension v — 1, entonces
A(Ky, p2) = {00V G A (K, p2).

ComoR—1=dv— @ sid > v, se sigue que Ag(X,, p) = ’\(§)+1 (K, p™) =ay_1(K,).
Solo resta observar que p* maximiza el autovalor de rigidez en R?” puesto que maximi-
za dentro el subespacio S, y toda realizacion se encuentra contenida en dicho subespacio

moédulo transformaciones euclideas. O]

Recientemente, fueron presentadas una cota inferior y otra superior, que ayuda a com-

pletar el conocimiento sobre a,(X,).

Teorema 3.2.4 (En [104] y [105]). Sead >3 yv > d + 1, entonces

1|v 2v 1
— =] < ) < =, 3.2
ﬂdJ—“"(g{)— *3 3-2)

donde |- | es la funcién piso.

Ko Kz Ka Ks K
d=1{2 3 4 5 6
=22 3 § 3 %
d=3|2 35 1 [32 [L]]
d=+[2 3 1 1 ]
d=5|2 3 1 1 1

Tabla 3.2: Conectividad Algebraica Generalizada para grafos completos.
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3.2.2. Grafos Arbitrarios

Los resultados presentados para grafos completos son un primer paso importante en el
estudio de la conectividad algebraica generalizada. Sin embargo, resulta relevante estudiar
ay(G) para grafos arbitrarios. Una primera propiedad importante establece que este para-
metro es no decreciente con el agregado de enlaces, lo cual se deduce de que el laplaciano

de rigidez es una composicion de matrices semi-definidas positivas (2.10).

Lema 3.2.1. Sean G,G" dos grafos con el mismo conjunto de vértices, tales que & C E™.

Entonces para todo d > 1

aq(9) <ay(5").

Este lema indica que el grafo completo X maximiza la conectividad algebraica como
funcién de G, lo cual es 1til para acotar por arriba este parametro. No obstante, la brecha
entre ay(G) y ay(X) puede ser muy grande. Por este motivo, y dado que existen maltiples
técnicas para computar o acotar a;(G) [106], resulta interesante estudiar como evoluciona

a4(9) con el aumento de d. Siguiendo esta idea, en [94, Teorema 4.2] se muestra que

a1(9) > a2(9), (3.3)

es decir, el maximo grado de rigidez de un grafo en R? estd limitado por su grado de
conectividad. No obstante, la técnica propuesta en dicho trabajo para obtener (3.3) no se
extiende a mayores dimensiones. A continuacion demostraremos que, utilizando herra-
mientas espectrales, es posible extender esta desigualdad a cualquier dimensién d > 3.
En primer lugar destacamos el siguiente lema, que es de utilidad para probar el teore-

ma principal de esta seccién, Teorema 3.2.5.

Lema 3.2.2. Sea (G, p) un framework. Sea W := linsp{w} con ||w|| = 1 un subespacio en

RY, u = [uy -~ u,)T un vector no nulo en R’, x = u®@w una asignacion de velocidades a
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los vértices en W. Entonces
x L(p)x <x (Leww!)x. (3.4)

La igualdad ocurre si'y solo si p;—p; € Wy p; # pj para todo ij € €.

Demostracion. Sea 9;; el vector definido como en (3.1). Como w,x1,...,x, € W,

x'L(p)x = Z((x —x])TSU < Z X —Xj) )Tw)?

i~j i~j
= Z —uj)? =u" Lu=x"(Loww)x.
in~j
La igualdad sucede si y solo si §;; = w para todo enlace. [

Teorema 3.2.5. Para todo grafo G, d > 2

ai(9) > aq(9). (3.5)

Demostracion. Sea v la cantidad vértices, y p una realizacién d-dimensional. Asumamos
G conexo, de lo contrario a; = a; = 0. Definimos, para 1 < k < d, el subespacio E; :=
{lovel -+ avel|T : o; € R}, de dimensi6n v. Se observa que R?” =E; +...+E, y que

los mismos son mutuamente ortogonales. Luego, para toda matriz Q € O(d)

Ar(G,p) = Ar(5,0p) = -y x € T(Qp)* } (3.6)

XTX
T L®ele1

min
x’'x

min {22
{XT X x€ENT(Qp) } (3.7)
{

: x €Ey mT(Qp)i} (3.8)

a(Q), (3.9)
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donde se us6 el Lema 3.2.2. La elecciéon de E; como subespacio al cual se restringen el
vector X es arbitraria, y podria elegirse cualquier subespacio E;. Llamemos A(Q) :=E; N

T(Qp)=, subespacio de bisqueda de (3.8). Por otro lado, recordamos que a;(G) = A(L)
y

xI (Leerel)x

M2(L) = Ag_1y2(L®ere]) :ml’n{ T : xeNul(L®e1e{)L} (3.10)

donde e; := 1, ® e representa una velocidad de traslacién del framework en la direcciéon
de 1. Ambas igualdades se siguen de que A(ejel) = {011 1}, entonces A(L®ejel ) =
{0(d=1v) 21(L), 22(L),...,A,(L)} por propiedad del producto de kronecker. Luego, no-
tamos que Nul(L®ejel) = E{ +linsp{e; }, y llamando B := Nul(L® e el )+, se observa
que o(Q) (3.9) y A2(L) (3.10) corresponden a minimos del mismo funcional, pero en
subespacios de busqueda distintos A(Q) y B, respectivamente. En lo que sigue analiza-
remos cOmo se relacionan estos dos subespacios de blisqueda y mostraremos que existe

0* € O(d) tal que o (Q*) = A»(L), de donde se sigue (3.5).

Para nuestro andlisis, es importante ver que A(Q) C B. Esto se sigue de que e; €
T(Qp), entonces B+ = E{ + linsp{e;} C E{ + T(Qp) = A(Q)". Esto, ademds, implica
que a(Q) > A»(L) para toda Q. Para hallar Q*, obtenemos primero un vector que mini-
miza (3.10). Sea u € R" el autovector asociado a A»(L), el cual cumple que Y ; u; = 0 por
definicién. Luego, definimos u := u ® e el cual, por propiedades del producto de Kronec-
ker, es un autovector asociado a A’(d—l)v—Q—Z (L® elelT), por lo tanto, un vector que alcanza
el minimo del funcional en cuestion en B (3.10). Luego, el objetivo es mostrar que existe
O* tal que A(Q*) contiene a u (vector que no depende de Q), lo cual implica que los

minimos de A(Q*) y B coinciden, es decir, &¢(Q*) = A,(L). Esto se ilustra en Fig. 3.1.

Para que u € A(Q*), debe cumplirse que u sea ortogonal a T(Q*p), puesto que ya se

cumple que u € E;. Para ello, consideremos un sistema de generadores del subespacio
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u AQ)

Figura 3.1: Esquema que ilustra cémo se elige la matriz Q* de forma tal que u € A(Q*).

trivial T(Q*p)
{ep: 1 <k<d}U{AuQ*p:1<k<I<d}, (3.11)

donde Q* := I, ® Q*. Para la parte traslacional del subespacio trivial, la ortogonalidad
estd asegurada, dado que u L e por definicién, y u | e, para 2 < k < d porque u € E;
y €y,...,e4 son ortogonales a E;. Para la parte rotacional, sucede que el vector A,;Q*p €
Er+E;, ycomo 2 <[ <d,sik > 1secumple que u es ortogonal a dicho vector. Entonces,

para hallar Q*, es suficiente imponer la condicién

u'A;;Q*p=0 paratodo2<I<d. (3.12)

T T

Entonces, como u’ = [ulelT -+ uyey ], reescribimos (3.12) como

v
ZuielTQ*pi =0 paratodo2<1[<d,
i=1
donde usamos que elTAl = elT. Entonces, si definimos la matriz M de v X d que contiene a

las posiciones en sus filas, es decir, M[i, ] = piT. Y llamamos ¢; a las filas de O™, es decir,

O*[l,"] = q!, se sigue que (Mq,)[i] = ] Q* p;. Entonces, (3.12) es equivalente a

uTMql =0 paratodo2 <[ <d.
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. . . T
Como no hay condiciones sobre g, elegimos g1 := HAAjII—TZH y se definen las filas restantes
q2,--.,q4 para completar una base ortonormal de R4, de forma tal que Q* € O(d). Esto
completa la demostracion, pues la O* seleccionada satisface u € A(Q*). Si sucediera que

MTu = 0, entonces cualquier matriz ortogonal sirve como Q*. [

Este teorema representa un paso importante en el estudio de la conectividad algebraica
generalizada para grafos arbitrarios. El mismo fue demostrado por [105] de forma inde-
pendiente, usando un método alternativo, lo que muestra el interés de la comunidad en el
tema. Ademds, (3.5) provee una cota ajustada, es decir que existe G tal que a4(SG) = a;(9)

paratodod > 1.

Lema 3.2.3 (Ver Tabla 3.2). El grafo completo de dos vértices, K, es tal que ayz(K,) =
a1(Xy) =2 para todo d.

Esto responde la pregunta planteada en [105, Problema 8.4], donde se propone estudiar
el valor de sup{a;(9)/a1(9) : G esconexo}, el cual resulta ser igual a 1. No obstante,
caracterizar el conjunto de grafos tales que a;(G) = a;(9) para todo d sigue siendo un
problema abierto. Entre otros problemas no resueltos, destacamos la monotonia de la
conectividad algebraica generalizada como funcién de d, la cual se conjetura decreciente

a partir de un gran nimero de simulaciones computacionales que los sugieren.

Conjetura 3.2.1. Para todo grafo G, d > 1

aq(G) > ag+1(9). (3.13)

Para completar el panorama del conocimiento sobre la conectividad algebraica gene-

ralizada, empleamos el siguiente teorema [107, Teorema 6].

Teorema 3.2.6 (En [107]). Si § es rigido en R?T1, entonces es globalmente rigido en R?.
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1.0+-gg—-—"1"F"F—T———F— 1.0F-gg—F—T—T—F—F—T— 1]
S S
§ 0.5 g 0.5
=) =
S S

1 2 3 456 7 8 9 10 Y 1 23 45 6 7 8 9 10
d d

(a) Lo que sabemos. (b) Lo que se conjetura.

Figura 3.2: Panorama del estado del estudio de a;(9). Ejemplo basado en un grafo conexo,
no completo, condy = 7.

Esto implica que si az41(9) > 0, entonces a;(9) > 0. Luego, los resultados desarrollados

en esta seccidn se resumen el siguiente corolario, que se ilustra en la Fig. 3.2.
Corolario 3.2.1. Para todo grafo G no completo, existe dy tal que

1. Si1<d <dy, entonces a1(G) > aq(9) > 0.

2. Sid > dy, entonces aq(G) = 0.

Mas atin, se cumple que 1 <dy <v—1.

3.3. Influencia del Diametro del Grafo

En la seccién anterior hemos probado que la conectividad algebraica de un grafo li-
mita por arriba al grado de rigidez del mismo, en cualquier dimension. Para estudiar este

pardmetro, es de utilidad escribirlo como
a1(8) = min{x" Lx: Yx; =0, Y7 = 1}.

Un grafo conexo, pero con a; ~ 0, indica que es posible asignar un escalar x; a cada

vértice con ) ;x; =0y Zixl-z = 1 de forma tal que (x; —x j)2 ~ (0 para todo par de nodos
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adyacentes. Esto significa que x € R" determina dos conjuntos de vértices {i: x; > 0}
y {i: x; <0} tales que x; ~ x; para dos vértices del mismo grupo. Esto equivale a una
degradada conectividad, ya que la existencia de estos dos conjuntos puede considerarse
como la emergencia de dos componentes conexos.

Dado un grafo con un didmetro elevado, es esperable un bajo valor de a;(9). Esto
es debido a la existencia de al menos dos nodos periféricos p, g cuya distancia geodésica
sea elevada, lo que hace posible definir una funcion x tal que x, < 0 < x, y que varie
suavemente entre ambos vértices. Una completa caracterizacién de a;(9) en funcién del
didmetro D(G), sigue siendo un problema abierto. Sin embargo, se conoce la siguiente

relacién (ver [106])

2
<a1(§) <1—y+—=(1+7y),

v-D(9) D(9)

donde y= —”’:;Tni";l es tal que 0 <y <0.5, siendo 4, €l mdximo grado de G, el cual puede
considerarse independiente del didmetro. Esta relacion, si bien til, cuando D(G) > 1
se llega a a1(G) < 0.5. Es decir, no establece si la conectividad algebraica converge a
cero, lo cual es esperable cuando D crece indefinidamente. Para comprender mejor la
relacion entre la conectividad algebraica y el didmetro, presentamos el siguiente resultado.
El mismo permite, en muchos casos, determinar el comportamiento limite de un grafo
cuando el mismo crece indefinidamente, como se muestra en el Ejemplo 1 para grafos

reticulados.

Teorema 3.3.1. Sea G un grafo con e enlaces y didmetro D, entonces

12e

“O) = b D)

(3.14)

Demostracion. Sean p,q dos vértices de G tales que g(p,q) = D, y T, , un camino simple
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de longitud D que conecta dichos vértices. Se define el vector y = [y; --- y,]7 donde
yi = g(i,p)/D de donde se sigue que 0 <y; < 1. Ahora, sea y := %Z}’:lyi y definimos

x; :==Yy; —J, es claro que } ;x; = 0. Observar que, para todo enlace i ~ j,

()2 = 8EP) —g(,p)? )0 8li,p)=8(j.p)
D2

caso contrario

Entonces, se cumple que

T 2 2
X Lx:Z.(x, xj)° < D2
i~ ]
v
xlx = (yl_)j)z > (yz—y')ZZ Z (yz_%)z
i=1 €Ty 4 €T 4

dado que 1 es el centroide del conjunto {y; : i € 7,4 }. Luego,

D 2
SEEDWUEEDY (ﬁ_l) _(D+1)(D+2)

D 2 12D

Sy d=0

xLx
xx >

Yixi=0. O

Por dltimo, la prueba finaliza observando que a;(9) < como consecuencia de que
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Ejemplo 1: Conectividad limite de grafos reticulados

Considere el grafo G(r,c) definido por V={(i,j): 1 <i<nl<j<c}ty &=
{{@, ), (k,])} : |i—k| <1,|j—1| <1} como indica la imagen:

(1, 1) (1, 2) (1, ¢

@, 1) 2, )

(r, 1) (r, 2) (r, ¢)

La cantidad de enlaces e(r,c) se obtiene a partir del grado de los vértices

v
1
Z 5 (4-34+(2r+2c—8) -5+ (rc—2r—2c+4)-8)

NI*—‘

=4rc—3(r+c)+2
También se puede observar que el didmetro es igual a

D(r,c) =g((1,1),(r,c)) = max{r,c},

por lo tanto a;(9) tiende a cero cuando D(r,c) — co.

Como se mostrd en el Teorema 3.2.5, la conectividad algebraica de un grafo es una
cota superior para el autovalor de rigidez, para toda realizacién espacial de dicho grafo.
Por lo tanto, el Teorema 3.3.1 también indica que la rigidez de frameworks se degrada a

medida que aumenta su didmetro.
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3.4. Resumen

En este capitulo se presentaron resultados tedricos relativos a las propiedades de la
conectividad algebraica generalizada. Se hizo una revisién de los conocimientos existen-
tes sobre la conectividad algebraica generalizada y se presentd un limite superior para la
misma para grafos arbitrarios, el Teorema 3.2.5, el cual fue presentado en [69]. El mis-
mo supone una contribucién al estudio de esta propiedad fundamental, pero de reciente
aparicion, asociada a la rigidez genérica de los grafos. También se presentaron resultados
relacionados con la influencia del didmetro en la conectividad algebraica generalizada,
Teorema 3.3.1, presentado en [72]. Este ayuda a comprender cémo evoluciona esta pro-
piedad a medida que aumenta la cantidad de vértices de un grafo, si el grado maximo
es acotado, lo cual sucede en las redes de robots modviles. Esto sera util en el Capitulo 4
para comprender que la rigidez de los frameworks es una propiedad que no es préctica de
utilizar cuando crece el tamaiio framework, lo que da pie a presentar una nueva forma de

entender la rigidez en funcién de subframeworks.



Capitulo 4

Rigidez Basada en Subframeworks

En el presente capitulo se presenta una formulacion novedosa que permite descom-
poner la rigidez de un framework en funcién de un conjunto de subframeworks. Esto
representa un aporte valioso por dos motivos: (i) permite estudiar la rigidez desde una
nueva Optica, expresdndola como una propiedad distribuida a lo largo de la red, (i) sien-
ta las bases para el disefio de esquemas de control de rigidez multirobot, que dependen

dnicamente de informacion local.

4.1. Introduccion

Uno de los inconvenientes que presenta la teoria de rigidez de frameworks es la natura-
leza global de dicha propiedad. Es decir, la rigidez depende del framework en su totalidad:
es funcion de las posiciones de todos los vértices y de todos los enlaces existentes. Por
ejemplo, la eliminacién de un solo enlace puede volver flexible a un framework previa-
mente rigido. Por el contrario, el agregado de un solo enlace puede dotar de rigidez a un
framework originalmente flexible. Esto hace que la aplicacion de esta propiedad en redes

de agentes moviles sea poco util, especialmente cuando el tamafio del framework crece.

61
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Esto se debe, por un lado, a que, como ya se discutid, el procesamiento de informacién
global por parte de una red de robots limita seriamente su escalabilidad. Por otro lado,
considere la situacién en que un framework de gran tamafio se vuelve flexible por un
enlace perdido. Este evento, que es local, afecta a todos los nodos, lo cual resulta incon-
veniente. En esta situacion, seria deseable orientar el estudio de rigidez a subconjuntos de
nodos que puedan formar subframeworks localmente rigidos.

Por estas razones, es necesario buscar otras maneras de describir la rigidez del frame-
work, de forma tal de poder definirla en funcion de variables locales, que no dependan de
todo el conjunto de nodos y enlaces, sino de uno o varios subconjuntos. Aqui, nos propo-
nemos superar estas limitaciones mediante una formulacién novedosa del subframework,
que aporta nuevas direcciones a su actual definicion. La misma permite presentar una
condicion necesaria y suficiente para la rigidez del framework en funcién de un conjunto
de subframeworks, que serdn definidos en el apartado 4.2. Esto nos habilita a expresar la
rigidez como un conjunto de condiciones locales, que dependen tnicamente de un sub-
conjunto de nodos cercanos entre si, sin necesidad de compartir informacién global con
toda la red. Esto hace que este esquema sea mds apropiado para estudiar las propiedades

locales de rigidez de grandes frameworks.

4.2. Definicion

Sea un framework (G, p) con G = (V,€), y una funcién i : V — Ny que asigna, a cada
nodo, un valor asociado a una distancia geodésica. Se define el cuerpo con centro en iy

alcance h(i) como

Vii={jeV: glij) < (D)} (1)

Es decir, V; es el conjunto de vértices que se encuentran a una distancia de i menor o igual

ah(i). Sih(i) =0 decimos que el cuerpo V; es trivial, puesto que contiene inicamente a un
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Figura 4.1: Una descomposicion de un framework en cuerpos no triviales.

vértice; si h(i) < €(i), es decir, si no cubre con todo el framework, decimos que el i-ésimo
cuerpo es propio. A cada cuerpo V; le corresponde un subframework F; = (G;, p) donde G;
es el subgrafo inducido por V;. Es importante observar que un vértice puede pertenecer a
multiples subframeworks, no obstante es el centro de uno solo. En Fig. 4.1 un framework
y tres subframeworks no triviales dados por la funcién (1) =h(5) =h(8) =1y h(-) =0

para los otros vértices.

4.3. Descomposicion Densa en Subframeworks

En esta seccion, consideramos el caso donde A(i) > 0 para todo i € V, es decir, ningdn
subframework es trivial. Estos v subframeworks no triviales se superponen entre si, por
lo que decimos que la descomposicion en subframeworks es densa. En la Seccion 4.4 se
extenderd el estudio al caso general donde se permite que haya subframeworks triviales,
lo que da lugar a una descomposicion dispersa.

En [108] se presentd por primera vez una descomposicion de un frameworks en sub-
frameworks, sin embargo, los mismos son restringidos a tener un alcance unitario, es decir
h(i) =1 para todo i € V. Esto permite obtener una condicién suficiente pero no necesaria
para la rigidez del framework en términos de sus subframeworks. La definicion de sub-

frameworks propuesta aqui, contempla subframeworks con alcances mayores a uno, lo
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que nos permite presentar una condicidn necesaria y suficiente para la rigidez basada en
subframeworks.

En primer lugar, presentamos el siguiente lema, que habla de la unién de dos frame-
works infinitesimalmente rigidos, es una adaptacién del presentado en [109] para frame-

works globalmente rigidos.

Lema 4.3.1. Sean dos frameworks F| y F» infinitesimalmente rigidos en RY. El frame-
work F1 UF, es infinitesimalmente rigido si y solo si P := p(V1NV,) tiene dimension

afinigualad—1 o d.

Demostracion. (=) Por contrarreciproca: si la dimensién afin de P es d — 2 o menos,
entonces es posible asignar una rotacion relativa entre ambos frameworks que mantenga
a P fijo, por lo tanto, la unién es infinitesimalmente flexible. Para ver esto, asumimos,
sin pérdida de generalidad, que P C linsp{ey,...,es_»} donde ¢; son los vectores cané-
nicos de RY. Luego linsp{es_1,e4} C P+. Por iltimo, la rotacién Q := diag(l;_»,R), con
R € SO(2), aplicada a uno de los frameworks mientras el otro se mantiene constante, re-
presenta la rotacidn relativa mencionada. (<) Si la dimension afin de P es mayor o igual
a d — 1, entonces la tnica rotacién posible que mantiene a P fijo es la identidad. Es decir,
no puede haber movimientos relativos entre ambos frameworks, por lo tanto, la unién es

infinitesimalmente rigida.

]

Corolario 4.3.1. Sean dos grafos G y G genéricamente rigidos en RY. El grafo G; U S,

es genéricamente rigido si 'y solo si |V NV;| > d.

Abhora, introducimos el siguiente lema que determina la dimensién del conjunto de
posiciones asociadas a los vértices B; := {i} UN;, es decir, a un nodo y a sus vecinos.
Como se postuld en el Capitulo 2, el grafo completo es el unico rigido con v < d + 1

vértices, por lo que enfocamos el andlisis a grafos con v > d 4 1.
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Lema 4.3.2. Sea (G, p) un framework infinitesimalmente rigido con v > d + 1 vértices.

Luego, para todo i €V, p(B;) tiene dimension afin igual a d.

Demostracion. Por contrarreciproca: tomemos un vértice i € V. Supongamos que p(B;)
tiene dimension afin menor a d, es decir, estd contenido en un hiperplano p; + S donde
S es un subespacio. Luego, dado un vector ¢ # 0 ortogonal a S, definimos el vector de

velocidades u = [ul -+ ul]" tal que

t, J=1i
uj = 4.2)

0, j#L
Se sigue que u ¢ T(p), puesto que u corresponde a una trayectoria tal que el conjunto
p(V\ {i}) es invariante, pero el menor subespacio afin que contiene a este conjunto tiene

dimensién d — 1 o d, y ninguna roto-traslacion distinta de la identidad tiene un subespacio

invariante de esa dimension. Luego, vemos que

uL(pu=Y (zTM)z ~0

i |pi — pjll
puesto que p; — p; € S. Se concluye que el framework es infinitesimalmente flexible. [l

Corolario 4.3.2. Sea G un grafo genéricamente rigido con v > d + 1 vértices. Luego, para

todo i €V, se cumple que |B;| > d+ 1.

Ahora estamos listos para presentar el primero de los dos teoremas principales de esta

seccion.

Teorema 4.3.1 (Rigidez Genérica por Descomposicion Densa). Sea G un grafo conexo.
Entonces § es genéricamente rigido en RY si y solo si existe una funcion positiva h: V —

Ny, tal que para todo i €V el subgrafo G; es genéricamente rigido.
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Figura 4.2: Representacion esquemadtica de dos subframeworks adyacentes, y los conjun-
tos involucrados en la demostracion del Teorema 4.3.1.

Demostracion. (<) Seauna funcion £ tal que todos los subgrafos son rigidos. Para probar
que G es rigido, primero mostraremos que la unién de dos subgrafos con centros adya-
centes cumple las condiciones del Corolario 4.3.1. Luego, como § es la unién de sus
subgrafos, y el mismo es conexo, se llega a que el mismo es rigido. Para ello, tomamos G;
y G tales que i ~ j, como indica la Fig. 4.2. Dado que A(j) > 1, se sigue i € V;, y como
G, es genéricamente rigido, entonces, por Corolario 4.3.2, i tiene al menos d vecinos en

G, es decir,

B;NV;| >d+1.Pero B; CV; pues h(i) > 1, entonces B;NV; CV;NV;.
Esto implica que V;NV; tiene al menos d + 1 elementos. (=) Se demuestra tomando

h(i) = ¢€(i) paratodo i € V. N

La contribucién de este teorema es que provee de una forma de evaluar la rigidez genérica
de un grafo, que es una propiedad global, por medio de un conjunto de condiciones locales
distribuidas a lo largo del mismo.

Al expresar la descomposicion por subframeworks en términos genéricos, es decir,
para los grafos subyacentes, se abstrae el andlisis de las posibles realizaciones, simplifi-
cando la postulacion. Esto resulta muy ttil desde el punto de vista tedrico. Sin embargo,
para realizar un andlisis cuantitativo de la rigidez de los frameworks, es necesario tener en
cuenta las realizaciones del grafo. Por ello, presentamos a continuacion el segundo teore-

ma de esta seccidon que establece la condicién de rigidez infinitesimal de un framework a
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partir de sus subframeworks.

Teorema 4.3.2 (Rigidez infinitesimal por Descomposicion Densa). Sea (G, p) con G co-
nexo. Entonces F = (G, p) es infinitesimalmente rigido si y solo si existe una funcion
positiva h : V — Ny, tal que para todo i € V el subframework F; es infinitesimalmente

rigido.

Demostracion. Se procede de forma similar a la demostracién del Teorema 4.3.1, utili-

zando los Lemas 4.3.1 y 4.3.2.

]
4.3.1. Métricas
En un espacio d-dimensional, definimos el conjunto de funciones de alcance
Hi(G) := {h: cumple las condiciones del Teorema 4.3.1}. 4.3)

el cual es no vacio si y solo si G es rigido. Para comparar de forma cuantitativa las des-
composiciones obtenidas para las distintas funciones de J{;, es necesario definir métricas
sobre las mismas, que permitan evaluar algiin comportamiento deseado. En este sentido,
resulta apropiado elegir & tal que los subframeworks resultantes tengan corto alcance, lo
cual se debe principalmente a dos factores.

En primer lugar, para implementar un algoritmo de rigidez de forma descentralizada,
los agentes deben intercambiar paquetes de informacidn que recorren caminos de distinta
longitud hasta llegar a su destino. Por lo tanto, es necesario considerar el tiempo trascurri-
do durante ese transporte, el cual hace que los agentes reciban informacién desactualizada.
Para cuantificar esto, notamos que en una descomposicion por subframeworks, es natural
que todos los nodos de un mismo subframework se comuniquen entre si enrutando men-

sajes a través del centro, resultando en caminos de longitud menor o igual al doble del
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alcance. Esto se observa en Fig. 4.3a. Por ello, definimos el mdximo retardo presente en

una descomposicion 2 como
P(h) :=2max{h(i): i € V}. (4.4)

Notar que 2 < Z(h) < 2D(9), y que el limite inferior se alcanza cuando todos los subfra-
meworks tienen alcance unitario, mientras que el limite superior ocurre cuando existe un

subframework que cubre todo el framework.

En segundo lugar, el intercambio de informacién bidireccional entre los nodos de un
subframework y su centro implica cierto nivel de utilizacién de los canales de comuni-
cacion. A medida que el alcance de un subframework crece, el centro debe transmitir
mensajes a una mayor cantidad de vértices, lo que produce un aumento de la carga comu-
nicacional, especialmente en los enlaces cercanos a dicho centro. Para cuantificar la carga

total de comunicacion sobre G, proponemos la siguiente métrica

L) =Y (cite)), dondee;i= Y max{0.h(j)—g(i))}. (45
Vi<j jev

Vemos que (4.5) es una suma de términos asociados a cada enlace ij, afectados por co-
eficientes que les dan mayor o menor importancia relativa. El coeficiente de carga c;
mide la cantidad de informacién que debe transmitir cada nodo. Notar que max{0, () —
g(i,j)} > 0 siy solo si i€V, por lo tanto, ¢; es funcién Gnicamente del conjunto de
subframeworks que contienen a i. Cada término de c; da cuenta de la cercania del nodo
i al centro j: equivale a h(j) si i = j y decrece linealmente hasta llegar a los nodos en
la frontera (g(i, j) = h(j)) para los cuales vale cero, dado que estos ya no propagan los
mensajes provenientes de dicho centro. Esto se observa en Fig. 4.3b. Notar que si 4(i) = 1
para todo i, entonces ¢; = 1 para todo i, y se cumple que .Z’(h) = 7i(G) donde 71 = 2e/v es

el grado promedio de §. Dado que ¢; > 1, se observa que .2 (h) > ii(9).
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(a) Trayectoria de un mensaje M de 4 — 8 en G;. (b) Coeficientes en G;: max{0,a(1) —g(1,i)}.

Figura 4.3: Métricas para comparar distintas descomposiciones en subframeworks. En
amarillo se muestra el subframework F con i(1) = 2.

4.3.2. Alcance Minimo de Rigidez

Puede observarse que (4.4) es no decreciente y (4.5) es estrictamente creciente respec-
to del alcance de los subframeworks. Entonces llamamos alcance minimo de rigidez a la
funcién

h, (i) :== min{h(i) : G; es rigido}. (4.6)

En consecuencia, &, es la descomposicion en subframeworks que minimiza Z(h) y .Z(h)

en J{;. Es, por lo tanto, la funcién de alcance elegida de aqui en adelante.

En Fig. 4.4 se ilustra esta definicién. El subgrafo G; con A(1) = 1 es flexible, pero
con h(1) = 2 es rigido, por lo tanto A,(1) = 2. El alcance minimo de rigidez impone un
limite inferior al tamafio de los subframeworks, el cual mide el grado de descentralizacién
lograda por una determinada descomposicion en subframeworks. En Fig. 4.5 se muestran
ejemplos de framework rigidos y los alcances de rigidez correspondientes. Notar que los
alcances minimos de rigidez tienden a ser mayores en aquellas zonas de menor densidad

de enlaces.

Como veremos en la Seccion 4.4, si se extiende el conjunto de funciones validas eli-

minando la condicién k(i) > 0, es posible hallar descomposiciones en subframeworks que
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o
(a) Grafo rigido en R?. (b) A(1) = 1: G, flexible. (c) h(1) =2: G rigido.
Figura 4.4: El alcance minimo de rigidez de los nodos un grafo, diferenciado por colores:

hy(1) =h,(3) =2y h,(-) = 1 para los restantes.

reduzcan atn mds las métricas presentadas.

4.3.3. Simulaciones

Modelo de Framework Aleatorio

Para evaluar el comportamiento del esquema de descomposicién en subframeworks
es necesario generar una gran cantidad de frameworks rigidos. Para ello, proponemos un
modelo aleatorio de framework dado por la tripla (R,v,p) donde R C R? es una regién
acotada, v es la cantidad de vértices y p € R~ el rango miximo de conexién entre los

mismos. Con este modelo, se obtiene un framework aleatorio (§ P p) mediante

pi~UR) Vi=1,...,v,

& ={{ij}: lpi—pill <p},

4.7)

donde % es la distribucién uniforme sobre la regién correspondiente. El esquema de
enlaces por proximidad dado en (4.7) resulta apropiado para modelar una red de agentes
distribuidos espacialmente, que cuentan con un rango limitado para establecer conexiones

punto a punto.
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®oh-=1mh-=3 ®oh-=1mh-=3

(b)

eh=1

(e) ®

Figura 4.5: Alcances minimos de rigidez para frameworks con v = 20.

71
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Para forzar al modelo a producir frameworks rigidos se procede de la siguiente mane-

ra. Dada una asignacién de posiciones p sobre R?, se definen

po :=min{p : (Gp,p) es infinitesimalmente rigido}, (4.8)

p1:=max{||pi—pjll: i,j=1,...,v}. (4.9)

Es decir, pg es el minimo rango que induce un framework infinitesimalmente rigido, y p;
el minimo rango que genera el grafo completo. Notar que pyp < p;. En Fig. 4.6 se muestran
los resultados obtenidos para numerosas muestras de frameworks rigidos en R?, utilizando
distintos nimeros de vértices 4 < v < 100 situados sobre la regiéon R = [0, 1] x [0, 1]. Se
observa como el rango pop disminuye con el aumento de vértices, debido a que los nodos
encuentran mayor cantidad de vecinos en sus cercanias. Por otro lado, el valor de p;
aumenta con v y se encuentra acotado por v/2, la maxima distancia entre puntos de la
region.

Se define entonces el modelo (R,v,a), que produce frameworks (S (q),p) donde
p(a) = (1—oa)po+ ap;, con a € [0,1], el cual es infinitesimalmente rigido por defi-
nicién. En Fig. 4.7 se muestran tres frameworks rigidos obtenidos para el mismo conjunto
de posiciones pero para diferentes valores de «. Se observa que para @ = 0, aparecen sub-
frameworks de alcance 2 y 3 en la descomposicion. Sin embargo, con pequefios aumentos
de parametro o, se comienzan a agregar nuevos enlaces que hacen posible la reduccién
del alcance de los subframeworks hasta llegar a que todos sean unitarios. En este ejemplo,
esto se logra para @ = 0.1. Para visualizar este fendmeno con mayor claridad, propone-
mos lo siguiente. Dada una posicion p, el grafo G, ) es infinitesimalmente rigido, pero
h, puede tomar valores mayores a 1 para uno o més vértices. Entonces, definimos el pa-
rdmetro a* € [0, 1] como el minimo valor tal que todos los subgrafos del grafo Gy (o)
tienen alcance de rigidez igual a 1. En Fig. 4.8 se visualizan los valores de a* obtenidos

mediante simulaciones, para distintas cantidades de vértices. Se observa que, luego de un
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Figura 4.6: Los rangos pg y p; versus el numero de vértices. Valores obtenidos para 50
muestras por cada valor de v, dando un total de ~ 5000 frameworks aleatorios. La linea
s6lida indica la mediana y el drea coloreada representa la zona delimitada por los cuartiles

01(25%) y 03(75%).

eh=1¢h,=2mh,=3 oeh,=1¢h=2

(@) a=0 (b) a = 0.05 ©) o =0.1

Figura 4.7: Tres frameworks inducidos por el mismo conjunto de posiciones. Los nodos
son diferenciados segun su alcance de rigidez h,. En naranja se muestran los enlaces
agregados por el incremento de o.

aumento inicial, a partir de v ~ 30 el valor de a* se estabiliza, con una mediana de = 0.04.
Este comportamiento indica que un pequefio aumento del rango de conexidn respecto de

Po, es suficiente para lograr subframeworks de alcance unitario.

Analisis Cuantitativo

Para evaluar la escalabilidad que presenta la técnica de descomposicion en subfra-

meworks, se simularon los valores que toman las métricas para un nimero creciente de
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Figura 4.8: Minimo « tal que todos los subframeworks tienen alcance de rigidez unitario.
Valores obtenidos para 50 muestras por cada valor de v. La linea sélida indica la mediana
y el drea coloreada representa la zona delimitada por los cuartiles Q; y Q3.

vértices entre 4 < v < 100. Se analizaron un total de 50 frameworks rigidos por cada valor
de v, generados con el modelo de framework aleatorio propuesto. En Fig. 4.9 y Fig. 4.10 se

muestran los resultados obtenidos para distintos valores del pardmetro a € {0,0.05,0.1}.

En Fig. 4.9 se comparan las dependencias con v del maximo retardo Z(h,) y del dia-
metro D del grafo. Resulta apropiado comparar con este dltimo, debido a que representa
una cota inferior del retardo existente en el intercambio de informacién por consenso. En
Fig. 4.9a se observa cdmo para o = 0, el maximo retardo Z(h,) sigue aproximadamente
el valor del didmetro del grafo, apenas despegandose por debajo del mismo a partir de va-
lores mayores a los ~ 60 vértices. Esto indica que, en el mayor subframework, el retardo
asociado al intercambio de informacién es del orden del didmetro, indicando una virtual
equivalencia con las técnicas existentes. Sin embargo, Fig. 4.9b y Fig. 4.9c muestran que,
para pequefios valores de o, si bien el didmetro disminuye, el retardo ¥ se reduce en
mayor medida, haciendo que ambas curvas se despeguen. Mds aun, se observa que el ma-
ximo retardo es practicamente independiente de v, a diferencia del didmetro, que crece al
menos logaritmicamente. Esto muestra que la descomposicién en subframeworks es una

técnica escalable.

En cuanto a la utilizacién de los canales de comunicacion, observamos en Fig. 4.10 la
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Figura 4.9: El médximo retardo & y el didmetro D versus el nimero de vértices. La linea
sOlida indica la mediana del conjunto de muestras y el drea coloreada representa la zona
delimitada por los cuartiles Q1 y Q3.

evolucidn, con la cantidad de vértices, de la carga £ (h,) y del grado promedio 7i. Este tlti-
mo representa la utilizacion de los canales en un esquema distribuido y es cota inferior del
primero. En Fig. 4.10a podemos observar que, para o = 0, el esquema de subframeworks
implica una mayor carga que un esquema distribuido, especialmente cuando la cantidad de
vértices aumenta. Esto podria representar un problema para la escalabilidad de la descom-
posicién por subframeworks. Sin embargo, Fig. 4.10b vemos que para o = 0.05 la carga
acompaia el crecimiento del grado promedio, apenas por encima del mismo. M4s atn,
en Fig. 4.10c se observa que para & = 0.1 ambos pardmetros son practicamente iguales.

Esto se debe a que con pequefios valores de o, los subframeworks tienden a tener alcance
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Figura 4.10: La carga de comunicaciones .# y el grado promedio del grafo versus el
numero de vértices.

unitario, haciendo de la descomposicion de subframeworks una estrategia practicamente

equivalente a una ley distribuida.

El andlisis expuesto muestra las ventajas de la estrategia de descomposicién de un
framework en subframeworks. Se defini6 el parametro ¢, el cual mostr6 ser muy util en la
descripcion de este sistema. Se observé que para pequeios valores de este pardmetro, lo
que equivale a frameworks con rango de conexién apenas superior al minimo de rigidez,
la descomposicion en subframeworks se vuelve una estrategia cualitativamente mejor que

las existentes.
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4.4. Descomposicion Dispersa en Subframeworks

En esta seccién desarrollamos el caso donde se permite que haya subframeworks tri-
viales. Debido a que los mismos no tienen relevancia en la rigidez del framework, la
descomposicion resultante estd gobernada por los no triviales, motivo por el cual decimos
que la descomposicion es dispersa. El uso de un menor nimero de subframeworks per-
mite reducir el retardo maximo y la carga de comunicaciones, y de esta forma mejorar las

caracteristicas de la descomposicion.

Considere el grafo rigido de Fig. 4.11a. El mismo posee baja cantidad de enlaces,
por lo tanto, los alcances minimos de rigidez tienden a ser altos, como fue observa-
do en la seccion anterior. En este ejemplo, el alcance minimo de rigidez estd dado por
hy(1) = h.(3) = h(4) =3y h,(-) = 1 para el resto. Se puede observar que los subgrafos
91, G3 y 94 son impropios. Por consiguiente, es redundante analizar la rigidez de todos los
subgrafos para determinar la rigidez de G. Esta superposicion de subgrafos se evidencia en
los altos valores que toman las métricas: Z(h,) = 1.5D y £ (h,) ~ 4.7. Para reducir esta
redundancia, eliminamos la condicién de positividad de la funcién /& que define la des-
composicién. Entonces es suficiente tomar, por ejemplo, 2(1) =3y i(-) = 0 para el resto.
De esta forma se elimina la superposicion existente entre los subgrafos, obteniéndose
2(h) = 15Dy £ (h) ~ 1.411. Es interesante observar que / permite reducir notablemen-
te la carga en las comunicaciones. No obstante, el retardo méximo permanece constante,
como consecuencia de que dicha descomposicion corresponde a un esquema centralizado
en el nodo 1, que tampoco es deseable. Por estas razones, es apropiado preguntarse qué
subgrafos es posible remover, especialmente los de mayor alcance, y emplear tinicamente
los necesarios para garantizar que la descomposicidon permita determinar la rigidez del

grafo.

Para responder a esta pregunta, comenzamos definiendo el conjunto de centros no
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(a) El color de los nodos segin su alcance de ri- (b) Una descomposicion dispersa dada por
gidez. h(2) = h(6) = h(10) = 1 y h(-) = 0 para el resto.

Figura 4.11: Alcances de rigidez y descomposicion dispersa de un framework rigido.

triviales C = {i € V: h(i) > 0}. En Fig. 4.11b se muestra una descomposicién del grafo
analizado en 3 subgrafos con € = {2,6,10}. En este caso, se obtienen Z(h) = 0.5D y
A (fz) ~ 0.37, es decir, se reducen sustancialmente ambas métricas, e incluso se logra
reducir la carga . por debajo del grado promedio, que es la cota inferior si no se permiten
subgrafos triviales. Para que esta descomposicion dispersa sea valida, es decir, que permita
determinar la rigidez del grafo, es necesario reformular los teoremas 4.3.1 y 4.3.2. En

primer lugar, dada una funcién /4 definimos

Vy =V, ev=J¢, (4.10)
i€ icC

entonces, es necesario considerar unicamente descomposiciones tales que Vy = V. No
obstante, en general se tiene &y C € debido a que puede haber enlaces que no queden
incluidos en ningdn subgrafo. El conjunto € \ €y de enlaces que no quedan contenidos
en ningun subgrafo, son denominados enlaces vinculantes, dado que conectan subgrafos
distintos. En Fig. 4.11b el enlace {3,4} es vinculante. Como se verd mds adelante, estos
enlaces tienen un papel importante en la descomposicion de la rigidez.

En segundo lugar, presentamos la siguiente nocién, preponderante en nuestro andlisis.

Definicion 4.4.1. Decimos que el conjunto de subgrafos {G; : i € C} estd rigidamente
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Figura 4.12: Los subgrafos 2, 6 y 10 son rigidos, pero no estan rigidamente vinculados.

vinculado si el grafo Sk es genéricamente rigido, donde Gk se obtiene a partir de G

reemplazando cada subgrafo G; por su version completa K (V).

La definicién de G es util para separar la rigidez por subgrafos en dos condiciones: la
primera referida la rigidez de los subgrafos y la segunda a la forma en la que los mismos
se vinculan. Es decir, si un grafo es genéricamente flexible y tiene todos sus subgrafos
rigidos, entonces los mismos no pueden estar rigidamente vinculados. Esto se ilustra en
Fig. 4.12, ya que si se transforma §G; en K(V;) para i = 2,6, 10, el grafo resultante G
no es rigido. En cambio, un grafo flexible tal que el conjunto de subgrafos esta rigida-
mente vinculado, entonces la flexibilidad debe provenir del interior de algin subgrafo.
En Fig. 4.13 vemos un ejemplo de esto, donde si se reemplazan los subgrafos por los
completos correspondientes, el grafo resultante es rigido, por lo tanto, decimos que estdn
rigidamente vinculados. Es importante notar dos casos en que la condicién de vinculacion
rigida (4.4.1) se satisface de forma automatica: en primer lugar, si al menos un subgrafo
es impropio; en segundo lugar, cuando la descomposicion es densa y el grafo es conexo.

Evaluar la rigidez del grafo vinculante G es de complejidad equivalente a la del gra-
fo original, de forma tal que debemos hallar otra manera de determinarla si queremos
emplear la descomposicion dispersa en un sistema multirobot descentralizado. Para ello,

notamos que los subgrafos pueden estar vinculados de dos formas: mediante nodos en
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Figura 4.13: G es flexible, pero los subgrafos estdn rigidamente vinculados. La flexibilidad
proviene de Ge.

comun o mediante enlaces vinculantes. Esto se observa en Fig. 4.14a, donde los vértices
1,3,4,8,9 y el enlace {3,4} son vinculantes. Para formalizar esto, dada una asignacion A,
definimos el subconjunto de vértices vinculantes £ C 'V como aquellos contenidos en mas

de un subgrafo, o incidentes a enlaces vinculantes. Es decir,
Lo={i: |{j:ieV;}|>2}u{i:ice, ec&\Ey}. (4.11)

Luego, si llamamos £; := £ NV;, entonces el grafo vinculante ;. se define transformando

Gi en K(£;) y manteniendo los enlaces vinculantes,

9= JK(Li) U (£,8\ ). (4.12)

i€C

En Fig. 4.14b se muestra el grafo vinculante del ejemplo tratado. Notar que en el gra-
fo vinculante pueden aparecer enlaces que no estaban presentes en el grafo original. A

continuacion presentamos el rol que juega el mismo.

Teorema 4.4.1. Sea una descomposicion de un grafo en dos o mds subgrafos. El conjunto

{Gi : i € C} estd rigidamente vinculado si 'y solo si |L;| > d y G, es rigido.

Demostracion. Tlustrado en Fig. 4.15. (<) Se parte de Gy y se agregan los nodos no
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Figura 4.14: Vinculacién de los subgrafos Gy, G¢ v Gi0. Los nodos vinculantes £, =
{1,3}, L ={4,8,9} y L10 = {1,8,9} se muestran en color gris. En (b) se muestra en
gris el grafo vinculante.

vinculantes y todos los enlaces dentro de cada subgrafo de forma tal de transformar K(£;)
en K(V;). Como resultado se obtiene Gk, y dado que todo vértice agregado se conecta
a d nodos en L;, el agregado de los nodos no vinculantes preserva la rigidez. (=) Gk
rigido implica |£;| > d para todo i € C, puesto que de no ser asi, al menos un subgrafo
no estaria rigidamente vinculado al resto. Luego, se eliminan los vértices no vinculantes,
manteniendo estos dltimos de forma tal de transformar K(V;) en K(£;). Este proceso, que
culmina cuando se obtiene Gy, preserva la rigidez, dado que cada subgrafo resultante es

K(£L;), el cual es rigido, y no se elimina ningtin enlace vinculante. 0

Con estas definiciones estamos en condiciones de presentar los teoremas principales
de esta seccidn, que nos permiten establecer la rigidez genérica de un grafo por medio
de una descomposicion dispersa, y una condicién suficiente para la genericidad de la

realizacion de un framework.

Teorema 4.4.2 (Rigidez Genérica por Descomposicion Dispersa). Un grafo G es gené-
ricamente rigido en R? si y solo si existe una funcién h: V' — N, tal que los subgrafos
{Gi: i € C} cubren todos los vértices, son genéricamente rigidos y estdn rigidamente

vinculados.

Demostracion. (<) Se comienza con §G (Fig. 4.15a), y se agregan los enlaces faltantes en
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Figura 4.15: Grafo descompuesto en subgrafos dispersos, representados cada uno con un
cuerpo rigido. Los nodos vinculantes se muestran en negro, y en amarillo los no vincu-
lantes.

cada subgrafo de forma tal de transformar G; en K('V;). Como G; es rigido, este proceso
no altera la rigidez de cada subgrafo, pero tampoco la forma en que estdn vinculados los
mismos. El proceso termina cuando se obtiene Gk, el cual es rigido por hipdtesis, y se
sigue que el G también lo es. (=) Se deduce eligiendo un subgrafo impropio, el cual es

rigido porque coincide con G y rigidamente vinculado por definicion. U

Como es visible, el uso de la rigidez genérica resulta de gran utilidad para determinar
las condiciones de la rigidez por descomposicidn sin tener que considerar las posibles rea-
lizaciones espaciales. Sin embargo, por su importancia prictica, presentamos la condicion

correspondiente al estudio de frameworks.

Teorema 4.4.3 (Rigidez Infinitesimal por Descomposiciéon Dispersa). Un framework I

es infinitesimalmente rigido en R? si existe una funcion h: V — Ny, tal que los subframe-
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works {F; : i € C} cubren todos los vértices y son infinitesimalmente rigidos, la dimension

afin de p(L;) es mayor o igual a d — 1, y Fy es infinitesimalmente rigido.

Demostracion. Se deduce que I U J; es infinitesimalmente rigido por unién de subfra-
meworks (Lema 4.3.1), dado que los puntos en la interseccién corresponden a p(L;).
Debido a que F; es infinitesimalmente rigido, se pueden eliminar los enlaces entre vérti-
ces de £; que existen en 7, pero no en J;, sin afectar la rigidez. Repitiendo este proceso

paratodo i € Csellegaaque F =TFLUTF;...UTF g es infinitesimalmente rigido. ]

4.4.1. Descomposicién Optima

En el caso de descomposicion densa, se vio que el alcance minimo de rigidez (h,) mi-
nimiza ambas métricas en J{;. Sin embargo, en el esquema de descomposicién dispersa,

es esperable que £, no sea el minimo, debido a que el conjunto de funciones vélidas
Ho(G) := {h: cumple las condiciones del Teorema 4.4.2} (4.13)

contiene a H;. Surge naturalmente entonces el problema de seleccionar una funcién de al-
cance de forma 6ptima en el conjunto Hy(G). Es importante notar que no necesariamente
existe 1 € Hp que minimice ambas métricas ¥ y . en simultdneo, como si ocurre en 3.
Por ello, debemos proponer un criterio de optimalidad que pondere ambos objetivos. En
primer lugar, es propicio restringir las funciones % a aquellas tales que Z(h) < Z(h,), de
modo de no aumentar el tamafio maximo de los subgrafos. En segundo lugar, es deseable

minimizar la carga .Z, por lo tanto, proponemos como alcance 6ptimo a
h* :=argmin{.Z(h) : h € Hy, Z(h) < Z(h,)}. 4.14)

Esta definicion es conceptualmente itil, sin embargo, hallar #* implica resolver un proble-

ma de optimizacién en un dominio discreto. Buscar de forma exhaustiva aquellas funcio-
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nes que cumplen las condiciones del Teorema 4.4.2 en el conjunto {h: Z(h) < 2(h,)},
no resulta un abordaje escalable. Este conjunto de biisqueda tiene (32(h,) + 1)" elemen-
tos, es decir, su tamafio crece exponencialmente con la cantidad de vértices. Debido a
la complejidad computacional que supone hallar 4*, proponemos la utilizacién de una
descomposicion subOptima h. La misma se obtiene, partiendo de 4,, y eliminando iterati-
vamente el subgrafo que provoca el mayor decrecimiento de la funcién . en el conjunto
de busqueda. El procedimiento se muestra en el Algoritmo 1, que aproxima el valor de h*
en menos de v(v+ 1) /2 pasos. En Fig. 4.16 se muestra el alcance subéptimo obtenido para
los frameworks de Fig. 4.5. Comparando ambas imégenes se observa como la descompo-
sicidn dispersa es capaz de explicar la rigidez del grafo a partir de un conjunto reducido

de subgrafos, lo que disminuye radicalmente la superposicion de los mismos.
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Algoritmo 1: Bisqueda de descomposicion subdptima.
Input: G (grafo rigido), 4, (alcance minimo de rigidez)

Output: h (alcance subdptimo)
Comment: La funcion descomposicion_valida(h) verifica si los subgrafos
cubren todo el grafo, y si los mismos estan rigidamente vinculados.
h < h,;
terminar < False;
while not terminar do
min <— oo;
trivial < {};
fori=1:vdo
if h(i) > O then
s+ h;
s(i) < 0;
if descomposicion_valida(s) then
carga < Z(s);
if carga < min then
min < carga;
L trivial < i;

if min < oo then

| B(trivial) < 0;
else

L terminar < True

4.4.2. Simulaciones

Resulta importante cuantificar la disminucién de las métricas obtenidas con la des-
composicidn dispersa, para lo cual realizamos simulaciones de forma tal de obtener gri-
ficas andlogas a la Fig. 4.9 y a la Fig. 4.10. Para ello, utilizamos el modelo de framework

aleatorio propuesto, con & = 0, y el Algoritmo 1 para la obtencion de la descomposicién
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Figura 4.16: Alcances minimos de rigidez. Los nodos son identificados segtin su alcance
subdptimo, y segun si pertenecen al conjunto de vinculos £.
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Figura 4.17: Comparacién, con sus pardmetros de referencia, del maximo retardo & y
de la carga de comunicaciones . asociados a una descomposicion subdptima. La linea
sOlida indica la mediana del conjunto de 50 muestras y el drea coloreada representa la
zona delimitada por los cuartiles Q1 y Q3.

dispersa. Los resultados se muestran en Fig. 4.17. Como podemos observar, tanto el ma-
ximo retardo, como la carga en los enlaces, se encuentran por debajo de los pardmetros
de referencia D y 7, respectivamente. Es decir, no solo se logra que el mdximo retardo
sea, en general, menor al didmetro, sino que ademads, la utilizacién de los canales de co-
municacion resulta incluso menor que la correspondiente a una estrategia distribuida, lo
cual es imposible con la descomposiciéon densa. Mds atin, se nota como las métricas de la
descomposicidn tienen un crecimiento, con respecto a la cantidad de vértices, menor a los
parametros de referencia, indicando la escalabilidad del esquema. Ademads, esto se logra
para o = 0, es decir, sin necesidad de aumentar el rango de conexion, y por lo tanto, la

cantidad de enlaces.

4.5. Resumen

En este capitulo presentamos una formulacién novedosa de descomposicion en sub-
frameworks que permite expresar la propiedad de rigidez de un framework como una

propiedad distribuida a lo largo de la red. En primer lugar, mostramos las limitaciones
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que tiene expresar la rigidez en funcién del framework, especialmente cuando el tamaiio
del mismo crece. Luego definimos formalmente el concepto de subframework y presen-
tamos los teoremas que permiten expresar la rigidez en funcién de los mismos, cuando la
descomposicion del framework es densa. Mds adelante, propusimos métricas orientadas
a medir el grado de descentralizacion obtenido en una determinada descomposicion, con
miras en el control de redes de robots. Para ello tuvimos en cuenta las caracteristicas de la
red, y propiedades fundamentales de las mismas, como el delay y la carga comunicacio-
nal, claves en el disefio de los esquemas de control y de los protocolos de comunicacion,
como se detallara en el Capitulo 5. A partir de dichas métricas y de la definicion del al-
cance minimo de rigidez, realizamos simulaciones para comparar las caracteristicas de la
descomposicién densa con respecto la definicion cldsica de rigidez. Pudimos ver que en
la mayoria de los frameworks evaluados el tamafio de los subframeworks es visiblemente
menor que el didmetro del grafo, y que, por lo tanto, el retardo asociado al intercambio de
informacién suele ser menor en el primer caso. Mds adn, pudimos ver que el tamafio de
los subframeworks tiende a permanecer constante con la cantidad de vértices, a diferencia
del didmetro que crece al menos de forma logaritmica. Este resultado es muy prometedor
en cuanto a la escalabilidad del esquema de subframeworks. Los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2,
y el Lema 4.3.2, resultados relativos a la descomposicién densa, fueron presentados en
[72].

Finalmente, presentamos una modificacién del esquema, que llamamos descomposi-
cion dispersa, la cual permite reducir el nimero necesario de subframeworks para deter-
minar la rigidez del conjunto. Esto permite, no solo la reduccién tanto del retardo maximo
y de la carga en las comunicaciones, sino que ademds libera robots de la tarea de tener
asociado un subframework. Esto puede ser aprovechado en la practica, mediante la asig-

nacion de otras tareas a estos agentes, optimizando la utilizacién de los recursos.



Capitulo 5

Control de Rigidez por Subframeworks

En este capitulo se aplica la teoria de rigidez por subframeworks desarrollada, para
el control coordinado del mantenimiento de la rigidez de una red multirobot. En primer
lugar, se propone una adaptacién de los algoritmos de posicionamiento de redes, que pres-
cinde de los esquemas de consenso, mejorando su escalabilidad. También, se propone un
esquema de control de tipo swarm por optimizacidon y se desarrollan las funciones de
costo necesarias para cumplir los multiples objetivos enunciados. Luego, se presenta un
protocolo que permite intercambio de informacién necesario para poder aplicar dicha ley
de control de forma descentralizada por los agentes de la red. Por dltimo, se valida el es-
quema propuesto mediante simulaciones computacionales que pretenden emular distintos

escenarios de interés.

5.1. Introduccion

Una de las dreas donde mads ha proliferado la utilizacién de frameworks es en el con-
trol de redes multirobot, donde los agentes son modelados con vértices en el espacio, y las

aristas del grafo representan enlaces de comunicacion entre los mismos. Este esquema es

89
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apto para formular dos problemas de naturaleza andloga: (i) el control de una formacién
de robots moéviles de posicidn conocida, a partir de la especificacion de un subconjunto
de distancias relativas[110], y (ii) el posicionamiento de los robots a partir de un subcon-
junto de mediciones de distancia relativa [111, 112]. En ambos problemas, la rigidez del
framework tiene un rol fundamental, ya que es la propiedad que permite sus resoluciones.

En este capitulo nos enfocaremos en el problema de posicionamiento.

En una red de agentes moviles, las distancias relativas se pueden estimar aprovechan-
do el intercambio de sefiales entre dichos agentes, a través de canales de comunicacion
inaldmbricos. Cuando la topologia del grafo determinado por el conjunto de enlaces de
comunicacion es invariante en el tiempo, el posicionamiento se puede resolver de la si-
guiente manera. En primer lugar, se debe asegurar que el framework inducido por los
agentes y sus enlaces sea rigido, luego se aplica una técnica de estimacion de las distan-
cias relativas (TOA, AOA, RSSI) [113, 114], y a partir de las mismas un algoritmo de
posicionamiento colaborativo [115, 66]. Sin embargo, en el campo de la robética mévil
esto no ocurre. Esto se debe a que a medida que los robots se mueven para realizar una mi-
sidn, los enlaces de comunicacion pueden crearse o destruirse. La eliminacion de enlaces
puede ocasionar la pérdida de rigidez. Por lo tanto, para que el algoritmo de posiciona-
miento funcione, es necesario incorporar el mantenimiento de la rigidez a los objetivos del
esquema de control. En este sentido, se han realizado importantes esfuerzos para disefiar
estrategias de control que permitan mantener o recuperar la rigidez en redes con topologia
dindmica. Las técnicas propuestas en la literatura, pueden ser clasificadas como de movi-
lidad [97, 71, 70] o de conectividad [116, 108]. En las primeras, la estrategia adoptada se
basa en el control de la posicion de los robots, modelando la pérdida de rigidez como un
obstaculo en el espacio que debe ser evadido. En las segundas, se controla la creacién y
eliminacion de enlaces por métodos combinatorios. En ambos casos, desarrollar algorit-

mos completamente descentralizados es una dificultad, debido a la naturaleza global de la
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rigidez.

Para el mantenimiento de la rigidez, las estrategias de movilidad proponen la utili-
zacion del autovalor de rigidez como medida del grado de rigidez de un framework. Un
controlador de gradiente descendiente guia el movimiento de los robots de forma tal de
mantener positivo el autovalor de rigidez, permitiendo cambios en la topologia de la red.
La estrategia comun adoptada para la implementacion descentralizada se basa en la utili-
zacion de filtros de consenso que permiten obtener localmente una estimacién del auto-
valor de rigidez y del correspondiente autovector, pardmetros necesarios para computar
el gradiente. El desempefio del control depende, en gran medida, de la capacidad de es-
timar rdpidamente el autovalor y el autovector de rigidez, que son propiedades globales
de toda la red. No obstante, el minimo nimero de iteraciones necesarias para la conver-
gencia de estos estimadores es, en el mejor caso, igual al didmetro de la red [81]. Este, a
su vez, aumenta con la cantidad de vértices, lo que configura la principal limitacion a la

escalabilidad de las técnicas de movilidad.

Alternativamente, en [116] se desarrolla un abordaje de conectividad para el manteni-
miento de rigidez. Reglas locales para la adicién y remocion de enlaces entre agentes son
empleadas para dictar los movimientos de los robots. La naturaleza combinatoria del es-
quema lo dota de mayor eficiencia, dado que tinicamente se requiere realizar computos e
intercambio de informacién durante las transiciones en la topologia de la red. No obstan-
te, la teoria empleada en dicho esquema es valida inicamente para frameworks realizados
en el espacio bidimensional, limitando su aplicacién en escenarios reales. Un trabajo més
reciente [108], presenta una técnica distribuida para recuperar la falta rigidez ocasionada
por la pérdida de conexién entre un par de agentes. En este trabajo se define, para cada
vértice, un subframework de alcance unitario, y se prueba que la rigidez de los mismos
implica la rigidez del framework. Cuando ocurre una pérdida de conexion que afecta la ri-

gidez de un subframework, una nueva configuracién es elegida para recuperar localmente
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la rigidez del mismo, a partir de la creacion de nuevos enlaces con agentes dentro del ran-
go de conexion. La condicion de alcance unitario impuesta a los subframeworks restringe
la aplicabilidad del esquema, debido a que solo es vdlida para frameworks con alcance mi-
nimo de rigidez unitario. Los abordajes de conectividad poseen mejor escalabilidad que
los métodos de movilidad, dado que las acciones de control se toman con datos locales,
sin requerir intercambio de informacidn global. No obstante, son conservativos en cuanto
a la cantidad de enlaces necesarios, debido a que conexiones redundantes pueden no ser
detectadas de forma local. Estos esquemas tampoco consideran una métrica de rigidez
asociada al framework, por lo tanto, no consideran un criterio de optimizacidn asociado a
la posicion de los agentes en la formacion.

Las limitaciones que presentan estas estrategias pueden ser superadas aprovechando
los esquemas de descomposicion por subframeworks presentados en el Capitulo 4. Los
mismos permiten expresar la rigidez del framework en términos locales a través de la ri-
gidez de sus subframeworks. Los autovalores de rigidez asociados a los mismos surgen
naturalmente como métricas locales de rigidez. En este capitulo presentamos estrategias
de control descentralizado de mantenimiento de la rigidez que: (i) no requieren el in-
tercambio global de informacidn, (ii) optimizan las posiciones de los robots, y (iii) son

aplicables a cualquier framework.

5.2. Algoritmo de Posicionamiento

Para implementar un algoritmo de control, cada robot debe tener una estimacién de su
posicion, para lo cual se cuenta con mediciones de distancia relativa entre nodos vecinos.
Es claro que solo es posible localizar los robots de forma univoca (médulo una transforma-
cion euclidea) si el framework es globalmente rigido. Sin embargo, este problema es clase
NP-dificil y no se conoce un método eficiente para su solucion con convergencia global

[117]. Por lo tanto, se asume que se tiene una estimacion de las posiciones iniciales de los
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agentes, entonces se puede garantizar convergencia si el framework es infinitesimalmente
rigido.

De los algoritmos de control de rigidez mencionados, tnicamente [71] considera en
simultaneo el problema de localizacién de los robots. El algoritmo de posicionamiento
utilizado alli, se basa en el propuesto por [115]. En él, cada robot intercambia las posicio-
nes estimadas con sus vecinos, y se aplica un protocolo de gradiente descendiente (GD)
utilizando el factor de escala de Barzilai-Borwein (og), ampliamente utilizado en las téc-
nicas de optimizacién. Este factor, que va evolucionando a medida que avanza la mision,
es unico para todos los agentes, por lo que es obtenido de forma descentralizada, median-
te un algoritmo de consenso, lo que afecta la escalabilidad. Para evitar esto, presentamos
una adaptacion de este algoritmo de posicionamiento, que no requiere el intercambio de
informacion global, por lo tanto, su desempefio no depende de la cantidad de vehiculos en

la red.

5.2.1. Formulacion

Sea (G, p) un framework, f : R? — R¢ la funcién que computa el vector de distancias
relativas, y sea z € R¢ el vector de mediciones asociado. Se desea hallar una estimacion

de la posicién p que minimice el error cuadrdtico &(p) = S|z — f(p)?

. Aplicando el
algoritmo de gradiente descendiente se obtiene p = agp R(p)7 (z— f(p)), el cual puede

reescribirse como

VieV: pi=apsRi(p) (zi—fi(p)), Bilto) = Pis (5.1)

donde z;, f;(p) € R™?) corresponden a las distancias incidentes a i tinicamente, y R; es la

matriz n(i) x d de derivadas parciales de f;(p) respecto de p;. En este trabajo, proponemos
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la siguiente modificacion de (5.1)

Al-:K,' 0)(zi — fi(D)), i :Aio
pi=Ki(p)(zi—fi(p):  pilto) = pia (5.2)
P,

'i = —Kl(ﬁ)Rl(ﬁ)Ph Pl<t0) = Pi,l‘o

donde K; = P,-RiT (R,-P,-RiT + Gzln(i))_l es la ganancia del filtro, P; 1a matriz de covarianza
asociada a la estimacién p; y 62 es la varianza asociada al ruido de medicién. Notar que
(5.2) es de naturaleza distribuida y puede ser implementada de forma independiente por
cada robot Gnicamente conociendo la posicién estimada de sus vecinos. El esquema pro-
puesto configura un Filtro de Kalman aproximado, que indicamos segun las siglas FKA.
Esto se debe a que el mismo emplea una versién aproximada de la matriz de covarianza
de dv x dv de la posicion p, la cual desestima las covarianzas cruzadas, es decir, los blo-
ques no diagonales de la misma son nulos. Por lo tanto, cada robot no es capaz de incluir
en su filtro el error inducido por la incerteza en las posiciones que recibe de sus vecinos.
No obstante, esta aproximacion es la que permite su implementacion de forma distribui-
da. A continuacién probamos que este filtro converge al mismo conjunto que el gradiente

descendiente.

Teorema 5.2.1. La dindmica (5.2) converge a un minimo local de &, si la estimacion

inicial se encuentra lo suficientemente cerca.

Demostracion. En primer lugar, analizamos la dindmica del error inducida por (5.2)

= pi= 3 Y. = FO) RADK

i=1

Vv
2 (B~ fi(p) <
Para ver por qué & (p) <0, en primer lugar observamos que R; PRT >0,y que Nul(R;PRF) =
Nul(RiT), ya que dado un x € RA(i ), se tiene xTR,-PiRiTx =0 si y solo si Rl.Tx =0, por ser
P; > 0. Ademas, se observa que R;K; > 0y que Nul(R;K;) = Nul(RiP,-Rl-T), puesto que sus
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autovalores se relacionan por medio de

A(RiPRT)
A(RPRT)+ 02

A(RK;) =

Entonces, se llega a que Nul(R;K;) = Nul(RY). Luego E(p) = 0siy solo si p es punto de
equilibrio de la dindmica colectiva dada por (5.1). Por lo tanto, este protocolo, posee el

mismo conjunto de convergencia que el gradiente descendiente. [

En un escenario sin ruido de medicidn, la actualizacién (5.2) asegura que p conver-
ge a una formacion coincidente con las verdaderas posiciones (mddulo transformaciones
euclideas), siempre y cuando el framework sea infinitesimalmente rigido y la estimacién
inicial p(ty) sea lo suficientemente cercana a la verdadera. En Fig. 5.1 y Fig. 5.2 se muestra
el desempefio del algoritmo de posicionamiento propuesto mediante una implementacion
discreta de las dindmicas (5.1) y (5.2). Se utiliza, como ejemplo, un framework infinitesi-
malmente rigido de v = 7 agentes, e = 14 enlaces, situados en una regién de 20m x 20m
y un ruido de medicién con desviacion estdndar 6 = 3m. En la primera figura se ilustra
el framework y las trayectorias de p obtenidas, comparando respecto de un factor de es-
cala fijo & = 0.15 ajustado manualmente, y respecto de op. En la segunda se muestra
la evolucién error cuadratico medio (& /e) obtenido. Se observa que el Filtro de Kalman
aproximado presenta un desempefio superior tanto en velocidad de convergencia como
en suavidad de la trayectoria. Ademds, notamos una excesiva sensibilidad del factor de
Barzilai-Borwein ante la presencia de ruido, lo que puede ser comprometedor para su
aplicacion en redes de robots.

Es claro que el filtro propuesto solo es capaz de estimar correctamente la posicion
de los vehiculos modulo una roto-traslacién del framework. Por lo tanto, informacion
adicional debe ser provista a los mismos. La solucién propuesta es dotar a d robots de

mediciones de posicion absoluta, lo que permite completar el esquema de localizacién en
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Figura 5.1: Evolucién de la estimacidn entre los instantes k = 0 y k = 200.

el caso d-dimensional. Hallar, de forma 6ptima y mediante técnicas descentralizadas, el
subconjunto de robots a los cuales proveer de informacién de posicidn, es un problema en

si mismo que no fue abordado en esta tesis.

5.3. Control de Mantenimiento de la Rigidez

Para validar el enfoque de rigidez por subframeworks, proponemos un esquema des-
centralizado de control de movilidad, definido como un problema de optimizacion similar

al presentado en [97] y luego validado en [71]. La principal novedad del esquema aqui
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Figura 5.2: Comparacion de desempefio del Filtro de Kalman Aproximado y el Gradiente
Descendiente.

propuesto es que el mismo se vale de los aportes tedricos presentados en el Capitulo 4
para aplicar una técnica de control de mantenimiento de la rigidez por subframeworks,
la cual es de naturaleza descentralizada. La ventaja mas importante de este esquema es
que permite realizar el control de la rigidez, sin implementar algoritmos de consenso, que

como ya se discutid, limitan la escalabilidad.

La ley de control permite comandar la red de robots méviles cuyo posicionamiento se
logra utilizando mediciones de distancia entre nodos adyacentes. El controlador tiene dos
objetivos obligatorios: (i) la evasion de colisiones entre robots, y (ii) el mantenimiento de
la rigidez del framework, condicion necesaria para la correcta localizacion de los vehicu-
los. Ademds, puede contar con metas especificas de la mision a desarrollar. Los multiples
objetivos son incluidos en el esquema mediante funciones de costo que dependen de la
posicion de los robots p;. Si _Z., 7, : R?% — R son funciones que dependen del estado
del sistema en el tiempo ¢, p(t), y que respectivamente crecen sin limite a medida que
se pierde la rigidez o dos vehiculos se aproximan entre si, entonces es posible controlar
estos objetivos mediante la minimizacién de ambas funciones. El objetivo de control se
propone entonces como el guiado de los robots a seguir una trayectoria suave p(t) con

t € [to,tf], de forma tal de minimizar el costo total ¢ (p) :== Z.(p)+ Z-(p) + Za(p),



98 CAPITULO 5. CONTROL DE RIGIDEZ POR SUBFRAMEWORKS

Vmax'_ f
0.5-
— y=1
y=2

-4 -2 0 2 4
X

u(x)

~Vmax ]

Figura 5.3: Modelo de saturacién dado por la sigmoide logistica.

donde ¢, representa un costo extra, que depende de la aplicacion, disefiado para cum-
plir un objetivo especifico. La estrategia adoptada en [97, 70] es el empleo del protocolo
continuo de gradiente descendiente, de forma tal de guiar al conjunto de robots hacia un

minimo local de _# (p). Aqui, proponemos una adaptacion del mismo:

pilt) = — (3/ <p<r>>), pilto) = pis 53)

aPi

donde u : R — R? es una funcién de saturacién que mantiene el vector velocidad dentro
de los limites aceptables. En este trabajo empleamos la funcion de saturacion elemento-a-
elemento dada por la sigmoide (Fig. 5.3):

l—e ™

e 4
l4+e 7’ 4

H(X) = Vmax

donde y > 0 regula la pendiente. Esta funcion de saturacion tiene el efecto de acotar el
valor absoluto de la velocidad en cada componente, lo que se traduce en un limite para la

norma-infinito del vector velocidad || p;l|c.

A continuacion desarrollamos los modelos necesarios para poder escribir _# en tér-

minos de p y computar (5.3) de forma descentralizada.
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5.3.1. Modelo Dinamico de los Robots

Aplicar la ley (5.3) directamente es posible si los vehiculos disponen de un controlador
de seguimiento de velocidad [118, 119], una funcionalidad tipicamente incluida en los
vehiculos robéticos comerciales. En pocas palabras, estos controladores de menor nivel,
resuelven el problema de hallar la accién u; tal que p; = F(p;,u;) sea igual a (5.3), donde
F :R? x R% — R es el modelo dindmico de los vehiculos. Nuestro abordaje se enfoca en
robots méviles con estas capacidades incluidas, lo que nos permite modelar la dindmica

de la posicion de los agentes como un integrador simple: p; = u;.

5.3.2. Modelo Dinamico del Grafo

Debido a que los rangos de conexién son limitados, a medida que los robots se mue-
ven, los enlaces de comunicacién existentes pueden perderse, a la vez que pueden crearse
otros nuevos. El esquema debe ser capaz de adaptarse a estas topologias variantes. Para
ello, adoptamos un abordaje cldsico para asignar pesos w : & — [0, 1] a los enlaces del
grafo. La funcién w debe ser definida de tal forma que, si p es el radio de conexién entre

agentes,

L, lpi—pjll<p
Wij =

0, lpi—pjll>p.
Con el fin de obtener este comportamiento mediante una funcién suave, elegimos la fun-
cion sigmoide logistica dada por

1
14 e BB=lpi—pil)’

(5.5)

wij -

donde p =~ p,y B > 0 es el parametro que regula la rapidez del decaimiento. El pardmetro

p se emplea de la siguiente forma. Para el mantenimiento de la rigidez, se desea que
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Figura 5.4: Modelo de conexién y desconexion dados por la sigmoide logistica.

que controlador acuse la inminente pérdida de un enlace ij antes de que ||p; — p;|| > p,
es decir, dentro de la zona verde, como se muestra en Fig. 5.4. Por otro lado, cuando
se quiere propiciar la pérdida de enlaces, por ejemplo para reducir la carga de la red,
es necesario que el controlador aleje a los nodos i, j entre si, hasta que ||p; — p;|| > p.
Para ello, es necesario que el costo asociado al enlace solo sea cercano a cero cuando el
mismo ya se encuentra desconectado. Segun los resultados obtenidos por simulacién, es
apropiado situar p ~ 1.1p, B =~ 20/p para evitar la desconexién y p ~ 0.9p, B ~ 40/p
para propiciar la misma. Los pesos w;; son incorporados al esquema de control como se

detallard en las siguientes subsecciones.

5.3.3. Evasion de colisiones

La evasion de colisiones entre agentes es obligatoria en cualquier aplicacidn real, por
razones evidentes. Para ello, es suficiente considerar inicamente nodos vecinos, ya que el
grafo de conexiones queda determinado por la distancia euclidea. Para disefar la accion

de control que permite la evasion, utilizamos la funcién potencial

Jep) =Y lpi—pill ™, a>0 (5.6)

i~j
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que crece indefinidamente cuando dos agentes se acercan, y tiende a cero cuando aumenta
la distancia entre todos ellos. En base a lo obtenido mediante simulaciones, el valor a ~ 1
presenta buenos resultados. El negativo del gradiente de _Z.(p) respecto de la posicién

del i-ésimo robot

0 7. ﬂl
B a{ = Y alpi—pjl (H)(Pi—l?j), (5.7)

i i
representa una accion de repulsion entre agentes. La misma puede ser computada por cada

nodo dnicamente a través de interacciones con Sus vecinos.

5.3.4. Mantenimiento de la Rigidez

Para mantener la rigidez del framework durante la misién, es necesario restringir el
movimiento de los robots. La estrategia adoptada es mantener la rigidez de cada sub-
framework mediante el guiado los agentes. Para ello, definimos una version pesada del

laplaciano corresponde al i-ésimo subframework como

Li:= )  wili (5.8)

J,keV;: j~k
donde la matriz £ es definida como en (2.10). Entonces, para controlar la rigidez de i-
€simo subframework, se mantiene la positividad del autovalor de rigidez A; asociado a L;.
Luego, definimos la siguiente funcién que crece indefinidamente si el autovalor de rigidez

de algtn subframework se aproxima a cero

Z(p) =Y Zilp), Fri=X", b>0. (5.9)

eV

Se pudo observar que b € [1/3,1/2] es un buen rango para ajustar este parametro. Por lo

tanto, la rigidez del framework en su totalidad es mantenida si _¢#, se mantiene acotado,
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como consecuencia del Teorema 4.3.2. Luego, el gradiente descendiente resulta

a/ _y ALy el (5.10)

——V
vj L
JiieV; ap’ JiieV; ap,

donde v es un autovector de norma unitaria asociado al autovalor de rigidez. Para llegar
a esta expresion se utilizé la férmula de la derivada de los autovalores de una matriz
simétrica, cuyos detalles se pueden ver en [97, 70]. Notar que (5.10) contiene unicamente
términos correspondientes a los subframeworks que incluyen al nodo i, dado que la rigidez
de los restantes no depende del estado de dicho robot.

La accién de control empleada en [97, 71] es idéntica a (5.10) pero con un tnico tér-
mino correspondiente a todo el framework. Como se discuti6 en el Capitulo 3, el autovalor
de rigidez tiende a acercarse a cero a medida que aumenta el didmetro de la red. Esto sig-
nifica que la evasion de la rigidez mediante (5.10) implica la tendencia del controlador a
reducir el didmetro del grafo. Esto representa otra limitacion a la escalabilidad del control
presentado en dichos trabajos, dado que al aumentar la cantidad de agentes el didmetro
tiende a crecer, en consecuencia, la accién de control fuerza a los mismos a acercarse
entre si para aumentar la cantidad de conexiones. Esto evita que se pueda usar dicha téc-
nica para controlar un grupo numeroso de robots. Esta limitacion se resuelve empleando
el esquema de subframeworks, si los mismos tienen un alcance que no aumenta con la

cantidad de vértices.

5.3.5. Cargaenlared

Como fue analizado en el Capitulo 4, la carga sobre los enlaces de comunicacién
puede ser excesiva cuando los mismos se utilizan para transmitir mensajes en un esquema
de subframeworks. Para minimizar esta carga mediante acciones de control, proponemos

la utilizacion de la métrica .Z (4.5) como una funcién de costo. La misma es adaptada
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para incorporar los pesos asignados a los enlaces

Si(p) = %Z%‘j(ci‘i‘cj)- (5.11)

i~j

Luego, el anti-gradiente resulta

% __! Y G+ ¢ i (5.12)
api v = 3p

Notar que, si bien los coeficientes c;,c; dependen de la topologia de la red, y esta, de
las posiciones, no consideramos esta dependencia en (5.12). Esto se hace debido a que
escribir los coeficientes ¢;,c; en funcion de p, implica escribir las distancias geodésicas
g(i, j) en funcién de las posiciones, lo que agrega una complejidad excesiva al esquema.
Dado que (5.11) es el grado promedio de la red, afectado por coeficientes c; + cj, la ley
(5.12) equivale a la aplicacién del gradiente descendiente de (1/v)Y,;.;w;j, afectando
cada término por un peso relativo c; + cj, cuyo efecto es priorizar la eliminacion de los
enlaces més cargados. Dichos coeficientes, pueden ser obtenidos de forma descentralizada
por cada robot aprovechando el esquema de intercambio de informacién presentado en la

Subseccién 5.4.1.

5.3.6. Ley de control

Con base en lo presentado, definimos la accion de control, como el anti-gradiente de

la funcién de costo _Z (p) :== _Z.(p)+ _Zr(p) + _Zi(p). Es decir, cada robot sigue la ley
—pj _citej owij
Z (a+2) 0 +
Jij~i ||pl p]” v Di

Z bA (b+1) TaLjV
JHigY; ¥ Ipi g

8pz
(5.13)



104 CAPITULO 5. CONTROL DE RIGIDEZ POR SUBFRAMEWORKS

donde se emite la funcién de saturacién u.

Como consecuencia de la utilizacién de subframeworks, (5.13) puede ser computada
de forma descentralizada por los nodos, a partir del intercambio de informacion dentro de
cada subframework. Es interesante notar que, si bien los alcances de los subframeworks
son considerados constantes, esta ley permite que los robots puedan entrar y salir de los
subframeworks, siempre y cuando eso no haga que alguno de ellos pierda rigidez. En la
Seccion 5.4 presentamos el intercambio de informacion necesario para que cada agente
pueda computar esta ley de control de forma descentralizada y discutimos los detalles de

la estabilidad de la misma.

5.4. Implementacion Descentralizada

5.4.1. Intercambio de Informacion

Un esquema de intercambio de mensajes debe implementarse para que los robots ac-
cedan a la informacidn necesaria para aplicar el término correspondiente a la rigidez. Para

ello se asume que el grafo es rigido en el instante inicial #y.

Inicializacion

El protocolo comienza con un proceso donde los robots no se mueven y realizan un
intercambio de mensajes cuyo objetivo es que puedan determinar el alcance minimo de
rigidez h, de forma descentralizada. Para ello, los robots envian a sus vecinos, por unica

vez, un mensaje de estado:

state_init_msg(i) = (i, N7, Nmax, Pi) (5.14)
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donde 77 (inicializado en 1) es la cantidad de enlaces que atravesé el mensaje, y Mmsx €S
la cantidad de enlaces que debe recorrer, y la estimacion de la posicion p;. El pardmetro
Nmax puede ser inicializado igual al didmetro, si este es conocido; en caso contrario es
inicializado en v — 1, cota superior para el didmetro de grafos conexos. Cada vez que un
robot j recibe un mensaje state_init_msg(i), extrae (i, p;) y reenvia el mensaje (i, M7 +
1, Mmax, Pi) actualizando la cantidad de enlaces que atravesé el mismo. En caso de que
el mensaje recorra toda la red, el valor de n7 serd igual a N4, Y cuando eso sucede el
mismo ya no es reenviado. A medida que transcurre este intercambio, que finaliza como
maximo en Mp4x pasos, los agentes reciben mensajes de posicion de robots cada vez mds
lejanos. A partir de los pares (i, p;) recibidos, los mismos construyen el subframework
del cual son centro, agregando los enlaces existentes, dado que el rango de conexién p
es conocido. Una vez que el subframework construido es rigido, define A,(i) igual a la
distancia al nodo més alejado en dicho subframework. Entonces, el nodo deja de extraer

la posicion de los mensajes de estado que recibe, y solo los retransmite.

Cuando finaliza esta primera parte, los agentes tienen construido su subframework,
definido con el alcance minimo de rigidez. Entonces, cada uno envia, por tnica vez, un

mensaje que llamamos de accion:

action_init_msg(i) = (i,n7,h(i)), (5.15)

donde nr es inicializado en 1. El mensaje (i,1n7,hk,(i)) es retransmitido por los agentes
actualizando el alcance (i, + 1,h,(i)) hasta que 117 = h,(i). De esta manera, el mensaje
de accion llega tinicamente a los agentes en el i-€simo subframework. Una vez que fina-
liza este proceso, cada agente conoce el conjunto de subframeworks al que pertenece, y
la distancia a los correspondientes centros, contando la minima cantidad de enlaces atra-
vesados por cada mensaje de accion recibido de un mismo nodo. Con esta informacion,

cada nodo es capaz de obtener su propio coeficiente de carga c; (5.11). Este proceso luego
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Figura 5.5: En (a) se etiquetan los nodos segun su alcance de rigidez. En (b) se muestra
en verde el conjunto V;, esto es, los agentes que siguen comandos de i. En (c) se ilustra
en rojo el grupo de centros que incluyen a i.

es repetido de forma sucesiva durante la etapa de control, lo que permite a los agentes
mantener actualizados dichos coeficientes. Ademds, como se puede observar, el tiempo
requerido en el computo de los mismos no se ve afectada por el tamafio de la red, sino por
el tamafio de los subframeworks, resultando en una técnica escalable. Luego, cada agente
i define m(i) := max{h,(j) : i € V;} que es la distancia al centro mds lejano, por lo tanto,
la distancia a la que debe enviar sus mensajes de estado en la etapa de control.

En Fig. 5.5 se muestra un grafo, rigido y los alcances minimos de rigidez de cada
agente. En Fig. 5.5b se observa el subframework centrado en i = 2, y en Fig. 5.5¢ el

conjunto de centros cuyo subframework contiene a dicho vértice.

Etapa de Control

Una vez finalizada la etapa de inicializacién, todo agente envia en cada instante k el
mensaje

state_msg (i, k) = (i,k, N, m(i), pi) (5.16)

con Nr < 1, el cual es retransmitido hasta llegar a los centros que incluyen a i. Cada centro

recolecta mensajes de estado de los nodos de su subframework, computa el gradiente
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correspondiente al término de rigidez y construye el mensaje

. ) /ri a/ri
action_msg(i, k) = <i,k,nT,h i), =, : (5.17)
( ) r( ) apjl apjn
donde {ji,...,jn} =Vi\{i}. Aquellos nodos que reciben action_msg(i, k) extraen el gra-

diente que les corresponde y retransmiten el mensaje de forma tal que el mensaje viaje

exactamente una distancia £, (i).

Con este esquema, se produce el intercambio necesario para que cada agente aplique

el término de rigidez de (5.10).

El protocolo de comunicaciones presentado es completado en un ndmero finito de
iteraciones igual a Z(h,). Esta es una cota de peor caso, debido a que aquellos subframe-
works que cuenten con un alcance menor, terminardn sus intercambios de informacion en
un menor numero de iteraciones. Cabe mencionar que a pesar de que el esquema asegura
el intercambio de informacién necesaria, los agentes acceden a la informacién con retra-
sos en el tiempo, los cuales no son uniformes a lo largo de la red. Esto se debe a que el
gradiente d_#,.;/dp;, que recibe el nodo j; tiene que viajar g(i, j;) enlaces. Y dicho gra-
diente es calculado en funcién de las posiciones de los agentes en V; = {i, j1, j2,---, jn}s
los cuales fueron transmitidos desde estos hacia el centro i. Si definimos 7 como el tiempo
de retardo existente en la transmision de datos de un nodo a sus vecinos, entonces la laten-
cia de envio de mensajes (one-way delay (OWD)) deia jes T;; := 1g(i, j). De esta forma,
el gradiente d_#,.;/dp;, que aplica el nodo j; en el instante ¢ se computa con las posicio-
nes {p;(t —Tij, ), pj, (t —2Tij,), pj,(t — Tji — Tij,),-..}. Observar que, si bien los retrasos
no son uniformes, se encuentran acotados 7;; < 179 (hy)/2, razén por la cual es importante
mantener el alcance de los subframeworks lo més reducidos posible. Otra razén para esto,
es que el tamafo de los subframeworks también afecta la carga computacional sobre su
centro, que debe procesar la informacién y computar los comandos correspondientes a los

nodos del mismo.
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5.4.2. Analisis de Estabilidad del Control

Resulta interesante discutir la naturaleza de la sefial de control propuesta. La misma se
obtiene mediante una accidn que estd inspirada en un protocolo de gradiente descendiente
con dindmica continua. Si la funcién de costo ¢ es funcién tinicamente de la posicion de
los robots p, este protocolo presenta garantias de estabilidad. Sin embargo, algunos para-
metros de la funcién _# se asumieron independientes de p para el computo del gradiente.
Esta simplificacion fue realizada para que la sefial pueda ser obtenida de forma descentra-
lizada. A continuacién, discutiremos los efectos causados, por dicha aproximacion, en la

sefnal de control y en la estabilidad del sistema.

En primer lugar, se observa que las funciones de costo (5.6), (5.11) y (5.8) dependen
del conjunto de enlaces existentes. Sin embargo, al computar los gradientes, no se tuvo
en cuenta que el conjunto de enlaces es funcion de p, debido al rango de conexién limi-
tado. Los cambios en dicho conjunto producen los siguientes efectos en las funciones de
costo: (1) agregan o quitan términos en las sumatorias y (i) modifican los valores de los
coeficientes c;. La pérdida de enlaces es monitoreada por el controlador, debido a que este
contempla todas las conexiones existentes mediante el uso de pesos. Por lo tanto, la eli-
minacién de enlaces es controlada y no produce inconvenientes. Sin embargo, la creacion
de nuevos enlaces, producto del movimiento de los robots, no es supervisada por el con-
trolador. Esto significa que, desde el punto de vista del mismo, un nuevo enlace produce
una discontinuidad en los gradientes obtenidos, y, por lo tanto, en la sefial de control. Esto

puede modelarse como si los costos fueran variantes en el tiempo, es decir,

A (p,1):= Je(p:t) + Zr(p,t) + Fi(ps1) (5.18)

donde la dependencia con el tiempo es constante por tramos, y las discontinuidades ocu-

rren durante la creacion de enlaces. Es importante notar que este fenémeno, producido
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(a) Situacion Inicial. (b) Enlace interno. (c) Incorporacién de un agente.

Figura 5.6: Tipos de enlaces creados: (b) enlace interno, (¢) enlace que incorpora un agente
al subframework.

por la incapacidad del controlador de prever la creacion de enlaces, se presenta también

en los trabajos previos a esta tesis [71, 70].

Para comprender mejor cudles son los efectos de la situacion planteada, realizamos
el siguiente andlisis. En primer lugar, consideramos un subframework J; y separamos el
andlisis segun el tipo de enlace creado (Fig. 5.6): (i) entre dos nodos ji, jo» contenidos en
el subframework (g(i, j1) < h(i) y g(i, j2) < h(i)), y (ii) entre un nodo interior j (g(i, j) <

h(i)) y uno exterior k (g(i,k) > h(i)), que tiene como efecto incorporar k a F;.

El primer tipo de enlace induce discontinuidades, acotadas en magnitud, en los gra-
dientes (5.7), (5.12) y (5.10). Pero, a diferencia de los trabajos previos, gracias al esque-
ma de control e intercambio de informacién propuesto aqui, este tipo de discontinuidades
pueden ser eliminadas, dado que cada agente posee conocimiento de las posiciones de los

robots contenidos en su subframework. Para ello, es posible modificar (5.6), (5.11) y (5.8)
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de forma tal de contemplar los enlaces no existentes dentro de cada subframework

1

Selp)i=53 X willpi=pil™, (5.19)
i€V j. jev;
~ 1
i) =523 ), wilcitc)) (5.20)
Viev jjev;
Lii= Y wplp (5.21)
j,ke\?i

Notar que (5.19), (5.20) y (5.21) equivalen a las funciones originales si w;; =1 s1i~ j
y w;j = 0 en caso contrario. Esto permite al controlador monitorear todas las variables
internas a cada subframework, y supervisar la creacién de enlaces del primer tipo. Por
simplicidad, y por no haber sido necesario, en las simulaciones realizadas para validar el

esquema de control, Seccion 5.5, se utilizaron las funciones de costo originales.

No obstante, los efectos de la creacién de una conexion del segundo tipo no pueden ser
evitados con este esquema. Respecto de las funciones de evasion de colisiones y de carga
en lared, la incorporacion de un nuevo agente a un subframework puede traer discontinui-
dades acotadas, las cuales pueden ser toleradas. Sin embargo, en cuanto al mantenimiento
de la rigidez, este tipo de enlaces puede generar acciones de control excesivamente gran-
des. Esto se ilustra en la Fig. 5.7: si el agente k cuenta con menos de d vecinos en J; luego
de ser incorporado, entonces el ingreso del mismo a J; hace que este pierda su rigidez.
Esto se debe a que el autovalor de rigidez A; tendrd un valor igual o muy cercano a ce-
ro (dependiendo de si se emplea (5.8) o (5.21)), haciendo que el gradiente (5.10) tome

valores demasiado altos, que pueden comprometer al sistema.

Es interesante observar que la situacién planteada no altera la rigidez del framework
como tal, solo a algunos de sus subframeworks. Por lo tanto, gracias a los teoremas de des-
composicion en subframeworks, siempre es posible encontrar una nueva descomposicion

que permita evitar este problema. En el ejemplo de la Fig. 5.7, el problema se resuelve
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(a) Situacion Inicial. (b) Situacién Normal. (c) Situacioén Critica.

Figura 5.7: Situacion critica para el control de rigidez por subframeworks: la incorpora-
cién de un nuevo nodo sin los suficientes vecinos.

si el agente i, luego del ingreso de ky, actualiza su alcance, tal que h(i) < h(i) + 1. Para
lograr esto, el esquema de control debe ser capaz de lidiar con alcances de subframeworks
crecientes, lo cual excede al estudio de esta tesis. Por dltimo, es interesante notar que, pa-
ra que la situacion critica planteada ocurra, tiene que darse un contexto donde dos nodos
alejados se acerquen y se encuentren. Las aplicaciones propuestas para la validacion de
la ley de control mediante simulaciones (Seccién 5.5), contemplan la existencia de una
fuerza repulsiva que tiende a alejar los robots, por lo que la situacion critica es mas dificil

que ocurra.

5.5. Validacion

Para validar el esquema de control de mantenimiento de rigidez, se presentan resulta-
dos de simulacién. Las funciones empleadas para computar la ley de control, para simular
la dindmica de los robots y del grafo subyacente, fueron escritas especificamente para este
trabajo. Todas ellas fueron implementadas en PYTHON, y pueden encontrarse en https:
//gitlab.com/fpresenza/uv_network/-/tree/simu_tesis?ref_type=heads. La
eleccion de emplear cédigo propio para modelar las dindmicas de los vehiculos y de los
enlaces de comunicacion, se debe a la simplicidad de los modelos adoptados. En el futu-

ro esperamos incluir modelos que contemplen dindmicas mads realistas, para lo cuales se


https://gitlab.com/fpresenza/uv_network/-/tree/simu_tesis?ref_type=heads
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Figura 5.8: Estado inicial de la red de 60 agentes. Los agentes remarcados con circunfe-
rencias rojas son aquellos dotados con mediciones de posicion absoluta.

evaluaran los simuladores disponibles en el drea de agentes mdviles. Videos explicativos
de las simulaciones presentadas pueden ser vistos en https://youtu.be/xNsZodETsYI

y https://youtu.be/mbna7g2UqFg.

5.5.1. Caso 1: Escalabilidad

En primer lugar, queremos evaluar la escalabilidad de la estrategia presentada. Para
esto, en este caso de validacidn, se asume el tiempo de transmision de datos 7 = 0, para
eliminar los efectos producidos por el mismo. Ademds, se consideran las extensiones de
los subframeworks constantes, de modo que la reduccion de la carga de la red se obtiene
tnicamente a partir de la inclusién de la métrica . en la funcion objetivo de control.

Realizamos simulaciones para un framework de v = 60 agentes generado aleatoria-
mente mediante el modelo (R,v,p) (4.7). El conjunto de robots se sitda inicialmente en
una region R de 200m x 200m. El rango de conexion es p = 40m, lo cual da lugar al

framework mostrado en Fig. 5.8.

En Fig. 5.9 y Fig. 5.10 se muestran los resultados obtenidos al comandar los agentes
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(c) Error cuadritico minimo, promedio y médximo en el posicionamiento del conjunto de v robots.

Figura 5.9

por medio de la accién de control (5.13). La Fig. 5.9a muestra la evolucién de los autova-
lores de rigidez de los subframeworks, que son mantenidos positivos en todo instante. La

Fig. 5.9b muestra la evolucién de larelacién _Z;/71(9), que mide la carga en los enlaces de

la red. Por altimo (5.9c) muestra el error cuadratico en el posicionamiento de los robots.
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Figura 5.10: Estado de la red en Os, 10s,20s, 50s, 100s, y 200s.
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Se observa que en los primeros 25s, de forma coordinada, los controladores logran
aumentar rdpidamente el autovalor de rigidez del framework, mediante la optimizacion
de la posicion de los robots y la creacion de nuevos enlaces. Esto trae un correspondiente
incremento en la carga comunicacional, y a partir de alli empieza a tener efecto la minimi-
zacion del costo _#;. La misma actda como una fuera repulsiva, alejando los robots entre
si de forma tal de eliminar los enlaces mas cargados. Esta fuerza es contraria al mante-
nimiento de la rigidez del framework, resultando en un compromiso entre dos objetivos
con el cual el controlador debe lidiar. No obstante, la ley de control es eficaz en mantener
positivos los v autovalores de rigidez de los subframeworks. El autovalor de rigidez del
framework, aunque no es incluido directamente en el esquema de control, se mantiene po-
sitivo en todo momento, como predice el Teorema 4.3.2. Es relevante notar que mientras
la carga de red disminuye (hasta aproximadamente un 40 % del valor inicial), los auto-
valores de rigidez no se degradan. Esto muestra la versatilidad de la ley de control para
combinar estos multiples objetivos.

Por ultimo, es importante mencionar la aparicién de una propiedad emergente del
conjunto de robots, a pesar de no haber sido postulado como un objetivo. En Fig. 5.10 se
observa, a medida que va transcurriendo la mision, el surgimiento de un patrén regular,
similar a una reticula triangular. Esto es consecuencia del esfuerzo del control para maxi-
mizar los autovalores de rigidez, que priorizan estructuras regulares. Resulta interesante
observar que, esta estructura triangular es propia del espacio bidimensional utilizado en
las simulaciones. En general, en R¢, una estructura rigida regular podria estar compuesta

por una red de d-simplices.

5.5.2. Caso 2: Alcances variables

En este caso de estudio, disefiamos un esquema para que los agentes puedan reducir

dindmicamente las extensiones de los subframeworks a medida que se desarrolla la apli-
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cacion. Esto permite reducir tanto el retardo maximo como la carga de comunicaciones.

Para esto, se define el alcance de cada subframework en el tiempo k como el pardmetro

h(i,k) donde h(i,0) = h,(i). El mismo evoluciona segiin

h(ik—1)—1, i\ (k) >
h(i, k) = ¢ ) A () 2 o (5.22)

h(i,k—1), caso contrario

donde A; denota el autovalor de rigidez del subframework inducido por el alcance redu-
cido en uno, y o > 0 es un pardmetro de ajuste, que en nuestro fue configurado en 0.05.
Dicho pardmetro determina cudl es el minimo valor aceptable del autovalor de rigidez
luego de reducir el alcance. Esta ley de actualizacion, asegura que las extensiones solo
pueden reducirse, eventualmente llegando a ser iguales a 1, en caso de ser posible. Para
validar este esquema, se agregé (5.22) al control de la misma red empleada en el Caso 1.
Los resultados se observan en Fig. 5.11, donde se puede ver cémo la carga de comuni-
caciones sobre los enlaces presenta una reduccion importante en los primeros segundos,
que es mantenida durante toda la mision. Esto es posible gracias a la creacion de nuevos
enlaces en los primeros 25s, que permite la reduccion de los alcances minimos de rigidez,

pero que no era aprovechada en el Caso 1.

5.5.3. Caso 3: Robustez al retardo temporal

En este caso de estudio, queremos evaluar la capacidad del esquema de control para
cumplir con los objetivos en la presencia de retardos en el tiempo en la transmision de
mensajes. Para esto, realizamos simulaciones con una red de v = 10 agentes dispuestos
inicialmente sobre una region de 80m x 80m con rango de conexién p = 8.5m, formando
un framework rigido como indica Fig. 5.12. Notar que el ejemplo elegido configura un

caso comprometedor para el controlador. Esto se debe a que, por un lado, las distancias
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Figura 5.11

entre vecinos son bajas (aproximadamente 5 — 8m), y, por otro lado, el alcance de los
subframeworks es grande (Z(h,) es igual al didmetro). Esto hace que un pequeio retardo
pueda producir errores en el control de posiciéon de unos pocos metros, lo suficiente para
romper enlaces que son necesarios para la rigidez. En este caso de estudio, para que exista
una tarea que impulse a los robots, proponemos la recoleccion de un conjunto de objetos
aleatoriamente colocados sobre la misma region. El objetivo de recoleccién funciona co-
mo una fuerza repulsiva que tiende a hacer separar los vehiculos y desconectar la red, lo
cual debe ser impedido por el objetivo de mantenimiento de la rigidez. Para comandar al

conjunto de robots en esta aplicacion, se agrega a la funcién objetivo ¢, un término que
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Figura 5.12: Estado inicial de la red de 10 agentes. Los agentes remarcados con circunfe-
rencias rojas son aquellos dotados con mediciones de posicion absoluta.

actia como un potencial de atraccion hacia los objetos a recolectar,

Sap):=Y Ipi=al, >0, (5.23)

ieV
donde ¢; es la posicion del objeto no recolectado méas cercano al nodo i-€simo, y el valor
de ¢ ~ 1/2 fue ajustado manualmente. Por simplicidad en la estrategia del control, y para
visualizar mejor el efecto de los retardos temporales, tanto el término de la carga _#; como

el esquema de extensiones variables no fueron considerados en este esquema.

Realizamos 4 simulaciones con las mismas condiciones iniciales, pero con distin-
tos retardos asociados a los tiempos de transmisién 7 = 100,200,300 y 400ms. Dado
que en este ejemplo Z(h,) = 6, los retardos maximos (OWD) son Ty := TZ(h,)/2 =
0.3,0.6,0.9 y 1.2s. Estos significa que algunos agentes aplican su accién de control con
retardos de ida y vuelva (round-trip delay (RTD)) de hasta 2.4s. En Fig. 5.13 se observa el
estado del conjunto de robots y los objetos a recolectar. Cada objeto es ilustrado mediante
un punto cuadrado cuyo color, negro o gris, indica si el mismo fue recolectado o no, res-
pectivamente. En las sucesivas figuras, se muestra el avance en la recoleccién de objetos

para el caso sin retardo, y se omiten las correspondientes trayectorias en los casos con
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T > 0, debido a que no existen diferencias apreciables en dichas ilustraciones. En donde
si se observa el efecto del retardo es en Fig. 5.14, donde se muestran los autovalores de
rigidez de los subframeworks y del framework para las cuatro situaciones evaluadas. En
todos los casos, los autovalores de rigidez se mantienen mayores a cero en todo instante,
lo cual indica la robustez del controlador ante retardos temporales. Sin embargo, se puede
ver como el controlador encuentra mayor dificultad en mantener estables dichos valores
a medida que aumenta 7. Esto ocurre especialmente en la etapa inicial, donde el rdpido
movimiento de los agentes en la inicializacion, junto con el retardo temporal, hace que la
rigidez de los subframeworks se vea mas comprometida, llegando a valores muy bajos,
para T = 300,400ms. Por otro lado, el efecto de la latencia se puede observar analizando
las posiciones de los vehiculos en funcién del tiempo, como indica Fig. 5.15. En la misma
se puede observar la emergencia de oscilaciones caracteristicas del efecto producido por
retardos en el tiempo. Dichas oscilaciones crecen en amplitud y periodo con el aumen-
to de 7, y aunque el controlador pueda mantener la rigidez del framework, degradan su

desempeio.

El paso de tiempo elegido para implementar las simulaciones es igual a 25ms. Para
mostrar que el mismo es suficiente para capturar tanto la dindmica de los vehiculos como
el efecto del retardo impuesto en las comunicaciones, comparamos tres casos con pasos
de tiempo 1, 25 y 100ms para el retardo de T = 300ms. Para reducir las fuentes de alea-
toriedad y facilitar la comparacién, configuramos las funciones que generan los ruidos de
medicidn, tanto de distancia como de posicion absoluta, para que den las mismas muestras
en las tres situaciones. En Fig. 5.16 se muestran los autovalores de rigidez en los primeros
25s de simulacion para los tres casos. Se observa que el comportamiento obtenido es muy
similar, no obstante, se puede apreciar que la caida del minimo autovalor, que ocurre en el
instante ¢ &~ 8s, es mas pronunciada en el caso con paso de tiempo 100ms. Es importante

aclarar que los cambios discretos que aparecen en la evolucion de los autovalores no se
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deben a efectos de la simulacion sino a eliminacidn de enlaces.

5.6. Resumen

En este capitulo se aplicé la teoria de rigidez por subframeworks desarrollada en el
Capitulo 4 para el control coordinado del mantenimiento de la rigidez de un framework.
En primer lugar, se analizaron los esquemas de posicionamiento y control de redes multi-
robot existentes en la literatura, y se mencionaron sus capacidades y limitaciones. Luego,
propusimos una adaptacion de los algoritmos de posicionamiento utilizados en redes mul-
tirobot, que prescinde de los algoritmos de consenso, mejorando su escalabilidad. M4s
adelante, propusimos un esquema de control de sistemas multirobot por optimizacién
y desarrollamos las funciones de costo necesarias para cumplir los multiples objetivos
enunciados. Estos aportes fueron presentados en [72]. Luego, detallamos los computos y
el intercambio de informacién necesario para poder aplicar dicha ley de control de forma
descentralizada por los agentes de la red. El esquema propuesto es ventajoso respecto de
protocolos anteriores debido a que no requiere el intercambio de informacién global, evi-
tando los altos retardos y la gran carga comunicacional, especialmente en redes con gran
didmetro. No obstante, debe monitorearse la carga de la red para que no sea demasiado
elevada. Presentamos dos formas de limitar su valor: (i) mediante la inclusion de un costo
en la funcién objetivo de control, (i1) mediante la reduccion dindmica de las extensiones
de los subframeworks. Para validar el esquema propuesto presentamos simulaciones que
pretenden evaluar la escalabilidad y la robustez ante la latencia de la red, condiciones
que comprometen esquema al control. Pudimos observar que el controlador es capaz de
combinar los multiples objetivos en ambas situaciones comprometedoras, lo cual es una
propiedad fundamental en este tipo de aplicaciones. Estos resultados fueron presentados
en [73].

Analizar el algoritmo de control propuesto bajo la 6ptica que distingue entre forma-
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de rigidez.

ciones y swarms resulta interesante. Si bien el sistema de robots es comandado en funcién
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Figura 5.15: Oscilaciones de las trayectorias entre 0 y 25s producidas por el retardo tem-
poral.

de reglas basicas dictadas por los objetivos de alto nivel, como el mantenimiento de la
rigidez, a partir de las mismas emergen patrones regulares que tienden a preservar las dis-
tancias entre agentes. Esta estructura de formacion no fueron directamente especificadas,
por lo que el controlador puede desarmarla, en caso de ser necesario, para cumplir sus
objetivos. Por lo tanto, se puede pensar a este como un esquema hibrido, en donde si bien
no existen requerimientos especificos sobre el mantenimiento de las distancias relativas,

una formacidén surge como comportamiento indirecto.

Es importante aclarar que, si bien como se mostré en el Capitulo 4, la utilizacién de
subframeworks dispersos puede ser beneficiosa, ya que reduce la carga en las comuni-

caciones, en esta tesis asumimos una descomposicion densa para validar el controlador.
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Figura 5.16: Comparacion de tres pasos de tiempo de simulacion.

Esto se hace por dos motivos: (i) en primer lugar, para probar el esquema en una situacién
critica que maximice el estrés sobre la red, lo cual ayuda a enriquecer el andlisis, (ii) el
esquema de descomposicion dispersa requiere ademds el control de la rigidez del frame-

work vinculante, para lo cual es necesario disefiar un esquema de control especifico, ya
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que el grafo vinculante no se corresponde necesariamente con la red de comunicaciones.

Sin duda que esto ultimo resulta un caso interesante y serd estudiado en trabajos futuros.






Capitulo 6

Cinematografia Aérea Multirobot

En el presente capitulo se propone una estrategia de coordinacion y control para un sis-
tema de multiples vehiculos aéreos no tripulados (VANTS) para la filmacién aérea auténo-
ma. Con este esquema, un sistema de multiples VANTSs con camaras pan-tilt es concebido
como una grua robdtica virtual, capaz de seguir trayectorias generadas durante el vuelo
(on-the-fly) por un operador de cdmara, mientras se cumplen objetivos especificos de la
aplicacion. El sistema garantiza de forma auténoma que los VANTSs filmadores no van a
aparecer en el campo de vision de los demads, y que las colisiones son evitadas, liberando
al operador de estas tareas. Para validar el esquema propuesto se emplean herramientas
avanzadas de simulacion, las cuales permiten evaluar el desempefio del sistema con gran

precision.

6.1. Introduccion

Cada dia hay mads aplicaciones en las que se usan vehiculos aéreos no tripulados para
hacer filmaciones (Fig. 6.1). Ejemplos de estos usos pueden encontrarse en la industria

cinematografica, cobertura de noticias, eventos deportivos, etc., donde los VANTS se uti-

127
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Figura 6.1: Camaras montadas en dos VANTSs haciendo un seguimiento de un POI (VANT
rojo dentro de un circulo verde) mientras siguen una trayectoria teniendo en cuenta res-
tricciones artisticas y de seguridad.

lizan para reemplazar sistemas de cdimaras, como los helicépteros con cdmaras (helicam),
las cdmaras suspendidas por cables, carros y grias. El uso de VANTSs reduce los costos,
permite una rapida reconfiguracion del sistema para diferentes tipos de tomas, a la vez que
aflade un nuevo universo de tomas que no es posible realizar con los sistemas de cdmaras
antes mencionados. Sin embargo, la utilizacién de los mismos en filmaciones profesiona-
les requiere de pilotos expertos y calificados para su uso, ademds de sistemas de seguridad
ante el evento de fallas en algiin VANT. No obstante, en los tltimos afios, se ha avanzado
en el disefio y construccion de sistemas de filmacién auténomos que se utilizan sistemas

de robots moviles para esta tarea.

Es evidente que la cinematografia auténoma se puede beneficiar ampliamente de los
avances en los sistemas robéticos multi-agente. Las estrategias de control de formaciones,
donde las restricciones espaciales se definen entre agentes, son una herramienta muy util
en misiones aéreas cooperativas, segtn lo estudiado en [120]. En este sentido, tipicamente
se da a los VANT: la tarea de seguir, lo mds cerca posible, una trayectoria, con el fin de

producir los planos deseados. La trayectoria define no solo la secuencia de puntos en el
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espacio [x;,y;,zi]7 que deben ser seguidos por los vehiculos, sino también el estado de las
camaras, tipicamente del tipo pan-tilt-zoom. Para cada toma en particular se pueden defi-
nir distintos tipos de trayectorias y, aunque no es necesario, estas pueden ser especificadas
en funcién de un objetivo mévil o estatico a ser filmado, como puede ser un vehiculo en
movimiento o un paisaje. En general, este punto o zona de interés se denomina Point of
Interest (POI). Adicionalmente, con la realimentacion visual naturalmente disponible para
esta tarea, el director de fotografia (Director of Photography (DOP)), podria querer ajus-
tar la trayectoria durante el vuelo (maniobras on-the-fly), comandando directamente los
vehiculos. Debido a que se encuentran en uso simultdneo multiples vehiculos, las trayec-
torias resultantes deben evitar colisiones y, generalmente, resulta apropiado, por motivos
artisticos, que los VANTSs no aparezcan en el campo de vision (field-of-view (FOV)) de
los demaés. Esta ultima condicién se denomina visibilidad mutua y es un problema central

en la cinematografia aérea multirobot.

Para lograr los multiples objetivos mencionados sin ayuda de un sistema de control,
los operadores de cdmara deberian coordinar en tiempo real sus comandos para evitar
colisiones y visibilidad mutua, ademds de considerar el entorno, una situacién que se
vuelve ain mdas compleja en entornos dindmicos. Con el fin de reducir la complejidad
de esta tarea para los operadores, un sistema de control debe garantizar automaticamente

estos requerimientos.

Existen diversos trabajos en la literatura reciente cuyos aportes se centran en el de-
sarrollo de sistemas cinematograficos auténomos utilizando vehiculos aéreos. Para el se-
guimiento de trayectorias artisticas, muchos de estos trabajos tratan la planificacion de
trayectorias como un problema central [121, 122, 123, 14, 124, 125]. Llamamos trayecto-
rias artisticas a aquellas que son definidas a partir de directrices cinematograficas, como
se describe en [126]. El método adoptado es la generacion offline (previamente al vuelo)

de las mismas, tanto de secuencias de posiciones como de entradas de control, con las
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que luego se alimenta un sistema de control online (durante el vuelo). Para cumplir es-
ta estrategia de planificacion se deben tener en cuenta multiples entradas y restricciones,
tipicamente como un problema de optimizacién. No obstante, estas restricciones podrian
no verificarse en tiempo de ejecucion debido a la naturaleza de lazo abierto que poseen

los enfoques de planificacién y seguimiento de las trayectorias.

En los casos en los que se desea resolver el problema online, con computadoras abor-
do de los vehiculos, muchas veces se busca reducir la dimensionalidad del problema de
optimizacion para disminuir la carga computacional del algoritmo. Una estrategia para
lograrlo es suponer que hay disponible (o disefiar) un controlador independiente para la
camara [124, 127], que resuelve el problema de apuntamiento al POI. Otra de las estra-
tegias mas comunes es restringir grados de libertad (degrees of freedom (DOF)) de los

vehiculos o de las camaras [124, 14, 13].

A diferencia de los trabajos mencionados, durante el desarrollo de esta tesis se disefid
un sistema donde se considera a la formacién de VANTSs como una grda de brazos articu-
lados. Esta gria, donde se montan virtualmente multiples cimaras, puede ser controlada
por un operador a través de un control remoto, en una forma similar a como se realiza
actualmente con una Unica cimara. Las variables de estado de la gria articulada represen-
tan el estado de la formacion, por lo tanto, resulta natural la formulacién en espacio del
cluster como la técnica de coordinacién y control para el sistema. La misma permite: (i)
definir el estado de la formacion utilizando variables intuitivas y conocidas para el ope-
rador, (i1) contemplar el sistema articulado de cdmaras como un todo, permitiendo que la

optimizacién de la trayectoria se resuelva para todos los pardmetros en simultaneo.

Como se desarrollard a lo largo de este capitulo, esta estrategia logra abstraer el
control, permitiendo que un unico piloto comande satisfactoriamente una formacién de
VANTSs. Mis aun, la formulacion en espacio del cluster es versitil en el sentido de que

permite cambiar la definicion del estado dependiendo de la tarea, por ejemplo, del tipo de
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toma deseada. Por lo tanto, una definicién adecuada de los estados del cluster permite es-
pecificar trayectorias de formacion tipicas con una cantidad minima de pardmetros. Como
ejemplo, el movimiento orbital de las cdmaras (rotacion respecto del POI y apuntamiento
al mismo) se puede generar especificando una trayectoria en un parametro angular del
cluster. Ademas, tomando la distancia entre dos cimaras como una variable de estado del
cluster, se requiere un Unico pardmetro para acercarlas o apartarlas, independientemen-
te de la pose de la grda. En la Seccion 6.2 se presentan dos definiciones de cluster para
cinematografia aérea.

Para generar las sefales de compensacion que guien el movimiento de la grda virtual,
se propone una estrategia de control a lazo cerrado basada en un problema de optimiza-
cion. Debido a la naturaleza de la aplicacion, este esquema es apropiado, ya que puede ba-
lancear los compromisos entre el seguimiento de una trayectoria, multiples restricciones,
y diferentes objetivos para la filmacién. El problema de optimizacién propuesto, desarro-
llado en la seccién 6.3, se beneficia de la técnica CSC, ya que se pueden elegir variables
para el estado de la grua virtual, que sean naturales al problema, lo que lleva a una for-
mulacién directa. Ademads, el problema se resuelve en simultdneo para la formacién de
VANTs y las orientaciones de las cdmaras, lo que da una solucién localmente 6ptima para

todos los pardmetros de la trayectoria, desde un punto de vista cinematogréfico.

6.2. Variables del Cluster para Cinematografia

En esta tesis, se considerd una formaciéon de VANTSs 4-DOF estabilizados, que cuentan
con un sistema de seguimiento de comandos de velocidad en x,y,z y en dngulo yaw (rota-
cién en 7). Cada vehiculo cuenta, ademds, con una cdmara montada sobre un gimbal que
permite comandar dngulos pan-tilt, mientras que el dngulo roll (rotacién en respecto de la
normal a la cdmara) se encuentra estabilizado en todo momento. Para el movimiento “pa-

nordmico” de la cdmara, se controla directamente el angulo pan, manteniendo constante
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el dngulo yaw de cada VANT para evitar redundancia.

Distintas variables para representar el cluster pueden ser elegidas, dependiendo de
la tarea requerida y del nimero de VANTSs desplegados, lo que permite interpretar de
diversas formas la estructura de la formacion. Esta abstraccion provee al director y a los
operadores de cdmara de una forma natural de comandar el grupo de robots como un
mecanismo virtual articulado. Por ejemplo, para un pequefio nimero de VANTS, puede
ser util elegir poligonos para representar la formacién, como por ejemplo un segmento
para v = 2 o un tridngulo para v = 3. Para equipos con mayor nimero de vehiculos puede
ser conveniente una descripcion basada en otras estructuras mas complejas como gruaas,

estructuras reticuladas, entre otras.

6.2.1. Formacion con 2 VANTSs

Sea x;,y;,z; la posicion del i-ésimo vehiculo, y p;, 6; los dngulos de pan y tilt de su
cadmara, entonces el vector de estado de la formacién en el espacio de robots r € RI0

puede ser definido como
r=[x;y121P1 01 x2y22202 6] (6.1)
En este caso, se definen las variables de estado del cluster tales que

¢ = [Xc Ve 2e We Oc d. P1 61 P2 8], (6.2)
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UAV-2
UAV-1

(a) Variables de estado en espacio del cluster pa- (b) Variables de estado en espacio del cluster pa-
ra v = 2. Por simplicidad se ilustra p; = § — p;. ra v vehiculos.

Figura 6.2: Vista esquematica de la formacién y un objetivo a filmar.

donde el centroide de la formacion x., y., z¢, su orientacion Y, ¢., distancia del centroide
a cada vehiculo d,, y la orientacién de cada cdmara py, 0y, P, 65, resultan

X1+ x oty o ut2

- 2 ’ yC - 2 ) e = 2 9

(d4ngulo yaw) Y, = arctan <x2 il > ,
Yi—Y2

(centroide) X

p 71 —22
(dngulo roll) ¢, = arctan ,
) V(1 —x2)2 4 (y1 —y2)?

(media distancia) d. = %\/(xz —x1)2+ (2 —y1)?+ (22— 21)%,

(6.3)

(orientacion) p1=p1— V., 01 =04,

(orientacion) P2=p2— VY, 6 =0,.

En la Fig. 6.2a se muestra un esquema del sistema junto con la representacion de los
pardmetros del cluster propuestos. Si ¢ = f(r) estd dada por (6.3) y J~!(c) es el jacobiano

de f~! entonces la accién de control en el espacio del cluster es transformada al espacio
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robot mediante

u=J (o). (6.4)

El modelo de la dindmica de la formacién es ¢ = F(c¢,u.) = u. dado que la misma estéd

formada por VANTS estabilizados, los cuales se pueden modelar con un integrador simple.

6.2.2. Formacion con v VANTSs

Para la filmacién auténoma con v vehiculos, la formacién puede ser interpretada como
una grda articulada multi-cdmara con sus brazos vinculados en un punto pivot que llama-
mos lider virtual (VL). Dada esta descripcion, las variables del cluster naturales son la
posicion y orientacion del VL y las posiciones de los VANTS respecto del mismo en coor-
denadas esféricas, como se ilustra en Fig. 6.2b. Esto permite trasladar, rotar y manipular

los brazos del mecanismo articulado de forma sencilla e intuitiva.

En este caso, los vectores de estados en el espacio robot y cluster r,c¢ € R son la
concatenacién de v vectores r|i], c[i] € RS correspondientes a cada VANT. Sean py,&; €
R? la posicién y orientacién del VL con respecto a un sistema de referencia fijo a la
tierra. Si el VL es un punto abstracto comandado por un operador para roto-trasladar la
grua, entonces su estado es conocido. Si, en cambio, el VL representa un objeto fisico
a ser seguido, se asume que su posicidn y orientacion se pueden estimar con sensores.
En ambos casos, tanto py, &y se asumen conocidas con cierto error acotado. El estado de
cada VANT es especificado en el espacio robot con el vector r[i] = [p! £T]T que contiene
su posicién p; = [x; y; zi]T y el estado de su cdmara & = [¢; 6; p;]” determinado por
zoom-tilt-pan, respectivamente. El estado de los VANTS en espacio del cluster se define
como c[i] = [g7 n]]T donde g; = [d; & o4] es la posicién de los mismos en coordenadas
esféricas (distance-elevation-azimuth) respecto del VL (Fig. 6.2b); n; € R3 representa el

vector de apuntamiento de la i-ésima cdmara, expresado en el sistema de referencia del



6.2. VARIABLES DEL CLUSTER PARA CINEMATOGRAFIA 135

VL. La relacién entre los vectores de estado en ambos espacios esta dada por

[ ] T() _
C[i]: qi :f,-(r): (P(RL(pl pL)) ,

7 RIo~ (&)

- (6.5)
il = pi ) = RO~ (q:)+pL |

G ¢ (RLmi)

donde ¢ es la transformacién de coordenadas cartesianas a esféricas, y Rz, € SO(3) es la

matriz que representa la orientacion del VL, determinada por &;.

Las ecuaciones de velocidad son obtenidas tomando las derivadas de (6.5). Denotando

Jo ala matriz jacobiana de 3 x 3 de ¢, y S(-) la matriz de producto vectorial, entonces

¢l = qi| _ JoR] [(Pi—PL) —S(éL)(Pi—PL)] 66

i RE |75 &= 1(&)] .

Para obtener un modelo de la dindmica de la formacion en el espacio del cluster de la
forma ¢ = F(c,u,) donde u, es la accién en el espacio del cluster, necesitamos considerar
la dindmica del vector r[i]. Para VANTSs estabilizados, la misma se puede modelar con
un integrador simple, por lo tanto, u,[i] = [p] éiT]T representa la entrada de control en el
espacio robot del i-ésimo agente. La relacion entre u.[i] y u,[i] se obtiene a través de la
matriz jacobiana de f;

JoRT 0
wll=|"" w[i] 6.7)

0 R[J,'
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Usando (6.5) y (6.7), se puede reescribir (6.6) como

JoR vy +JsS(RT g,
il = ulli] o vL+Jo (R )¢~ (qi) 6.8)

S(RL o )n;

donde vz, wy, representan la velocidad de traslacion y rotacién del VL, respectivamente.
Por ultimo, la dindmica de la formacion en espacio del cluster se puede escribir, a partir

de (6.8), como ¢ = F(c,u,, vy, @r).

6.3. Optimizacion para Cinematografia basada en CSC

Considere una formacién de VANTS y sea ¢(t),é(t) € R? el vector de estados en es-
pacio del cluster y su velocidad en el instante 7. Se define una trayectoria artistica a partir
de las funciones del tiempo a(t),a(t) € R?” especificadas en el espacio del cluster. La mis-
ma indica lineamentos artisticos, como las posiciones y los dngulos de observacion de las
camaras, asi como la suavidad en el movimiento de las cdmaras requerida en la toma. La
trayectoria artistica tipicamente es generada offline, y es adaptada por medio de maniobras
on-the-fly realizadas por el operador. El controlador debe guiar la formacion para seguir
la misma lo mds cerca posible, considerando restricciones como evasion de colisiones y
de visibilidad mutua. Adicionalmente, el sistema incluye la posicién y velocidad del POI
s(t),$(t) € R? para realizar el seguimiento del mismo con las cdmaras.

A continuacién presentamos una estrategia de control que genere acciones u.(t) €
R% para guiar al mecanismo virtual articulado, teniendo en cuenta los requerimientos
artisticos y de seguridad mencionados. El esquema propuesto estd basado en el problema
de optimizacion (6.9) donde la accién de control es aquella que minimiza una funcién
definida a partir de tres costos: (i) _#,, que penaliza desviaciones de la trayectoria artistica,

(ii) _Z, pesa el error en el apuntamiento al POI, y (iii) _#, que limita tanto la magnitud
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como la variacién de la accion de control. Funciones de restriccion adicionales se utilizan
para obtener una accion de control que respete la dindmica de la formacidn, y para evitar

colisiones entre VANTS, entre los mismos y el POI, y la visibilidad mutua entre cdmaras.

minimizar /to U alelt),e(0),a(0),80)) + _£5(e(t), () + Fuluelt), ue(0))]di

ue:ro,t ] RAY
tal que ¢(z) = F(c(t),uc(t)) (dindmica del cluster)
€ (c(t),s(t)) >0 (evasion de colisiones)
Ve(t)) >0 (evasion de visibilidad mutua)

(6.9)

La solucion de este problema de optimizacién u}(z) es la sefial que opera los distintos
grados de libertad del mecanismo articulado, y a través de las transformaciones cinemati-
cas del CSC es traducida a acciones de control para los VANTS y sus gimbals. El ciclo de
control se cierra al alimentar al controlador en cada instante con el estado del cluster y su
velocidad. Si bien (6.9) sirve para plantear conceptualmente los objetivos de control, no
es apropiado resolver el mismo de forma offfine, dado que generalmente las trayectorias
artisticas y del POI no son conocidas a priori. En la Seccién 6.3.4 se detalla el método por
el cual se obtiene, de forma aproximada, la accién de control en tiempo real, mediante un
abordaje de optimizacion por prediccion de modelos. La Fig. 6.3 muestra un diagrama en

bloques del sistema propuesto.

En las siguientes secciones se da un andlisis detallado de las funciones de costos y

restricciones.
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Figura 6.3: Arquitectura de control propuesta.

Para penalizar desviaciones de la trayectoria artistica deseada, por parte de la forma-

cién, empleamos una funcién de costo

Ha(c,¢,2,8) = |lc—alg, +e—alg,

(6.10)

donde las normas son inducidas por matrices Q,, 0, > 0. Estas matrices, tipicamente dia-

gonales, pueden ser utilizadas para buscar ciertos comportamientos, como por ejemplo

penalizar mds fuertemente el error de seguimiento en ciertas variables, o incluso elimi-

nar el seguimiento de la trayectoria para algunas de ellas. Por ejemplo, en el caso de la

formacion con v = 2, una definicidn posible para estas matrices esta dada por

Q,=diag( 1, 1, 3,

0, = diag(

Xe Ye Z¢ VYo
L
L 1, 1, 1,

e

d. p1 61 P2
05 0, 0, 0,
1, 0, 0, 0,

0,
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donde se penaliza en mayor medida el error de posicion en z, y no se contempla error en
las trayectorias de los dngulos pan, tilt, dado que el apuntamiento de las cdmaras puede

ser logrado mediante el costo de apuntamiento al POI.

Apuntamiento al POI

El Z(c,s), es utilizado para cumplir con objetivos de encuadre de la toma. Sea #;; €
R3 el vector unitario en que apunta de la i-ésima camara al POI. Se desea alinear este
vector con 7i; € R3, el vector unitario normal al plano de la cdmara i, como indica Fig. 6.4.
La desviacion del apuntamiento deseado se puede penalizar de forma simultdnea para

todas las camaras mediante el costo

Vv
Is(e,s) == Z%’Hfis—ﬁiﬂz, (6.11)
i=1

el cual es positivo, excepto cuando todas cdmaras apuntan de forma exacta al objetivo. El
parametro g; > 0 puede ser elegido para ajustar la importancia relativa del apuntamiento
de cada vehiculo, e.g., g1 = 1,42 = 2 le da prioridad al VANT-2 respecto del 1. La ex-
presion de los dos vectores unitarios involucrados en este costo depende de la definicién
adoptada de las variables del cluster. A continuacién se detalla la obtencion de las mismas
en los dos casos presentados en las secciones 6.2.1 y 6.2.2.

Para la formacién con 2 agentes, se considera primero la posicién del centroide del
cluster p. := [xc ye ZC]T como se muestra en la Fig. 6.2a, y los vectores unitarios 713 y 721

que apuntan de un vehiculo a otro (Fig. 6.4). Estos ultimos se obtienen a partir de

0 cos(@) sin(y,)
Fi2 = —Re(We)Re(9c) | 1| = | —cos(¢.)cos(we) | > (6.12)

0 —sin(¢,)
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ra1

Figura 6.4: Vista esquematica del apuntamiento mutuo y al objetivo.

con /o1 = —F2. Con estas definiciones, es posible obtener los vectores que apuntan de

cada cadmara al objetivo del siguiente modo
riS:S_(pC—i_dC;ji); Fis:riS/Hrl.SHv 17]6{1,2} (613)

Luego, el vector unitario normal al plano imagen de la cimara i se define, en términos del

estado del cluster ¢, como

1 cos(6;) cos(y. + pi)

fii = R (We+Pi)Ry(6:) |0 = | cos(6;)sin(ye+pi) | - (6.14)

0 —sin(@i)

Para la formacién de v agentes, dado que las variables del cluster se especifican en
funcion del lider virtual (VL), es conveniente expresar los vectores en cuestion en dicho

sistema de referencia:
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cos(&;)cos()

—d; | cos(g;) sin( o)

sin(g;)

it =mni/|nill

Notar que si el VL se posa sobre el POI, entonces s

Funcion de Costo de Control

VL

;=i (6.15)
(6.16)
VL =0, ||7| };L = d;, y en ese caso

cos(&;)cos( o)

sin(ei)

Tis. = — | cos(g)sin(a;) | - (6.17)

Para evitar la saturacién de los actuadores de los vehiculos y generar trayectorias sua-

ves, debemos limitar la accién de control. Para ello empleamos una funcidon de costo que

penaliza tanto la norma de la accién de control, como la de su derivada:

A (6.18)
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donde R, R, > 0. Por ejemplo, en el caso de la formacién con v = 2, una definicién posible

para estas matrices esta dada por

Xe Ye Ze WYe (Pc de ﬁl 0 ﬁZ 6,

R,=diag( 5, 5, 5, 2, 1, 1, 20, 20, 20, 20 ),

f—

R.=diag( 1, 1, 1, 1, 1, 1, 10, 10, 10, 10 ),

donde se limita en mayor medida la velocidad en el dngulo yaw de la formacién que en
roll, y se penaliza fuertemente el movimiento de la cdmara, con el objetivo de obtener una

filmacién suave.

6.3.2. Evasion de colisiones

Al considerar la evasion de colisiones, se deben tener en cuenta dos aspectos. El con-
trolador debe garantizar que los vehiculos en la formacién no chocan entre si, y ademas

que ninguno de ellos se sitie demasiado cerca del objetivo.

Evasion de colisiones entre vehiculos

Para evitar la colision entre los agentes, es necesario y suficiente que se cumpla que
@ij(e) == ||rijl — 2Ry > 0 (6.19)

para todo par de VANTS, es decir, que la distancia sea mayor a un radio de seguridad
Rs. En el caso de una formacion de 2 vehiculos, se sigue que ||r;;|| = 2d., pardmetro

del cluster. Para la formacion con v vehiculos,

Irifll = (1" — rig" 1.

rij|| se obtiene de (6.15) como ya que
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Evasion de colisiones con el objetivo

En el caso de v = 2 vehiculos, la distancia entre la cdmara y el punto a filmar se
obtiene tomando la norma del vector dado en (6.13). En el caso de v agentes, la distancia

en cuestion coincide con la norma de rl‘;L. En ambos casos, se define la funcidn de evasion
Gis(c,s) :=||ris|| — 2Rs > 0. (6.20)

Luego, se define la funcién de evasidn de colisiones como %’ (¢, s) que es mayor a cero

siysolosi¢;; >0y % >0paratodoi,j=1,...,v.

6.3.3. Evasion de visibilidad mutua

El controlador debe garantizar de forma autébnoma que ninguno de los vehiculos de la
formacion ingrese al campo de vision (FOV) de otro vehiculo. Esto se logra definiendo el
angulo y como la mitad del FOV, y el dngulo o;; comprendido entre 7; y 7;;. La Fig. 6.5a
muestra el esquema de una vista superior del VANT i con una cdmara y su FOV resaltado,
y el vehiculo j cerca del FOV. Notese que el campo de visién se encuentra representado
como un cono recto circular con vértice en el centro del plano imagen y su generatriz
alineada a la normal de este plano (77;). La Fig. 6.5b representa lo que se captura desde
una cdmara, donde se marco el dngulo Y como una linea del centro de la imagen al limite
del FOV.

Para evitar que el vehiculo j sea capturado por la camara de i, debe garantizarse que

o;; > v, lo cual es equivalente a que
¥ij(e) := cos(y) — i Fij > 0. 6.21)

En caso de ser necesario, es posible considerar un radio de seguridad alrededor de cada
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Captured
image

(b)

Figura 6.5: Representacion esquematica del campo de visién de un VANT vy la distancia
de otros a éste.

VANT, Ry, resultando en un volumen esférico que no debe ser capturado por las cdmaras.

Esto se incluye en el modelo extendiendo el dngulo ¥, mediante el agregado del término

¥ := arcsin ( Rs > . (6.22)

2|7l

La razén para incluir utilizar el FOV efectivo Y+ ¥ es que permite tener en cuenta incer-
tezas en el estado de la formacién, como puede ser en la posicién de los VANTS, en las
orientaciones de las camaras, etc.

Luego, se define la funcién de evasién de visibilidad mutua como ¥'(¢) que es positiva
siysolosi #;; >0paratodoi,j=1,...,v.

Es interesante notar que, en la definicién de cluster para 2 vehiculos (ecuaciones (6.12)
y (6.14)), se puede ver mediante identidades trigonométricas, que el producto ﬁIT Fij (6.22)
depende unicamente de los dngulos ¢, p1, P2, 01, 6>. Es decir, la restriccion de visibilidad
mutua depende del dngulo roll del cluster (6.2), y de los dngulos pan-tilt de ambas cdma-
ras, y no es funcion de la posicion de la formacion ni del d&ngulo yaw de la misma. Esto es

posible gracias a una adecuada seleccion de variables de estado en espacio del cluster.
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En la definicién para v agentes sucede algo similar, donde el producto ﬁiT;’i j depende
de las variables geométricas d;,d;, €, €j, &, &}, p;, 6; y no depende de la posicién del VL

ni de su orientacion.

6.3.4. Computo de la Accion de Control

Dado que generalmente las trayectorias artisticas y del POI no son conocidas a priori,
la accién de control debe hallarse de forma iterativa. Para ello, se parte el intervalo de
operacion [fo,7] en N instantes con paso Az, y se resuelve (6.9) en el instante #;, de forma
numérica para un horizonte de tiempo discreto 7 1,...,fy con paso Ah. Para ello, se

alimenta el controlador con las variables ¢, ¢,a,a,s,s en obtenidas en #, y se realizan

predicciones de estas para h = 1,..., H mediante:
¢(fin) = F (@(Frn—1),uc(tr)), c(fr) = ¢(n) (6.23)
&(firn) = &(fern—1) + €(frrn_1) Ah, (i) = e(ty) (6.24)
A(fron) = a(frn1) +a(k) Ah, a(fy) =a(ty) (6.25)
§(Ak+h) = §(fk+h—l) —l—S(l‘k) Ah, f(Ak) = S(lk) (6.26)

donde la segunda columna de las expresiones anteriores representan las condiciones ini-

ciales a partir de las cuales se predicen los estados en la ventana de tiempo. Se obtiene
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entonces, numéricamente, la accién u’(#;) que, basandose en estas predicciones, resuelve:

H

mifllligli)zaf Y [ Fa(@(rrn) €iisn), 8(Ekrn) a(t) + Zs(@(firn),5(Fin)
c\k h=1

+ /u(uc(tk%flc(tk))}

(6.27)
talque Vhe{l,...,H}:
€ (c(txrn),s(feen)) >0 (evasion de colisiones)
YV (e(fxan)) >0 (evasion de visibilidad mutua)

donde . (t;) := (uc(tx) —uX(t4_1))/At. Este proceso es repetido en cada paso de control
f; para obtener la accién de control u}(z;) correspondiente. Notar que si la trayectoria
artistica a(#;), y/o la trayectoria del POI s(#; ), son definidas offline, es posible reemplazar

sus predicciones por los verdaderos valores.

6.4. Validacion

Para validar el método propuesto, se presentan resultados de simulacién con diferentes
escenas y tipos de tomas. En [128] se definen tomas tipicas para sistemas de uno o més
VANTSs equipados con cdmaras. Siguiendo estas definiciones, se presentan los resultados
obtenidos realizando las tomas de Fly-over y Orbital, primero con 2 vehiculos, y luego

para 4, empleando las dos definiciones de cluster presentadas.

El banco de pruebas utilizado durante estas simulaciones consiste de hexacOpteros
Typhoon h480 equipados con cdmaras pan-tilt como vehiculos filmadores, y un cuadrotor
Iris como el punto de interés (POI) a ser filmado, ver Fig. 6.6. Se debe destacar que el
FOV de las cdmaras que poseen los Typhoon es configurado en las simulaciones para tener

120°, pero en el controlador se configura para tener 60°. Esto se hace porque resulta mas
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(a) Typhoon h480 (b) Iris

Figura 6.6: Modelos de los vehiculos empleados para la validacion.

sencillo visualizar los resultados en imégenes first-person-view (FPV) donde los vehicu-
los filmadores son captados por el FOV-120°, pero rechazados por el FOV-60°, lo que
permite visualizar en la imagen FPV la evasion de la visibilidad mutua. Esto se observa,

por ejemplo, en Fig. 6.9.

Para el controlador estabilizante de los vehiculos, es decir, aquel de bajo nivel que
realiza un seguimiento a lazo cerrado de comandos de velocidad, se utiliz6 una versién
del stack de PX4 (v1.11.0), estandar en este tipo de aplicaciones. El mismo corre en un
entorno de ROS Kinetic [129], sistema operativo de robots de uso extendido, y es simulado
en Gazebo 7, por medio del paquete sitl_gazebo de PX4. El controlador propuesto en
la Seccién 6.3.4, se implementd utilizando el paquete optimize de SciPy en PYTHON,
mediante la técnica Sequential Least Squares Programming (SLSQP). El mismo corre en
una estacion de computo terrestre, la cual se comunica con los vehiculos utilizando una
interfaz Mavlink, provista en el paquete mavros. El sistema corre dentro de un contenedor
en la plataforma de simulacién OpenUAV [130]. Los resultados obtenidos en las distintas
simulaciones pueden encontrarse en https://youtu.be/_0Z_zi9vtF8/ y en https:

//youtu.be/DzzwkLm002Q.


https://youtu.be/_OZ_zi9vtF8/
https://youtu.be/DzzwkLmOO2Q
https://youtu.be/DzzwkLmOO2Q
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6.4.1. Ensayos con 2 VANTSs

Toma Orbital

En la toma orbital, la formacion rota alrededor de un punto en el espacio —en esta
prueba en particular, ese punto es (Om, Om, 10m)— siguiendo con las cdmaras al Iris, el
VANT objetivo. Este realiza un movimiento ascendente desde la posicién (Om, Om, Om)
a (Om, Om, 20m). Entonces, mientras las cdmaras siguen la trayectoria del Iris, cuando
este se acerca a la altura z = 10m, los VANTSs filmadores se ven forzados a modificar
sus trayectorias y el apuntamiento de forma tal de evitar que ambas cdmaras se apunten
mutuamente, mientras intentan mantener enmarcado al objetivo. Cabe mencionar que esta
toma estresa al sistema en una de las situaciones mas complejas en cuanto a la optimiza-
cién, ya que la trayectoria artistica implica que ambos VANTSs pasan por el centro de la

imagen del otro VANT en forma simultdnea.

Como fue discutido en la Seccién 6.3.3, para evitar la visibilidad mutua, el controlador
puede actuar sobre los estados ¢.,d., p1, P2, 01, 02 que, como se observa en la Fig. 6.7, son

los que mads varian durante la prueba.

Para mantener al objetivo enmarcado, el controlador desvia a la formacion de la tra-
yectoria de referencia para satisfacer las restricciones de visibilidad. Este comportamiento
puede observarse en la Fig. 6.7, en el intervalo de tiempo de r ~ 300s at ~ 325s. En esta
figura puede observarse, también, que el despegue de los vehiculos se realiza en t ~ 222s.
Antes de ese tiempo, el controlador no puede actuar sobre todos los estados, por lo que se

producen los transitorios que se observan hasta r ~ 230s.

Para esta toma, los pesos de las funciones de costo fueron ajustados para seguir la
rotacion definida en la trayectoria, penalizando en mayor medida el dngulo yaw de la
formacion Y., permitiendo mayores desviaciones en la posicion del centroide x.,y., z, la

distancia entre VANTSs d.., y el dngulo roll ¢., para cumplir con las restricciones. El control
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independiente de cada peso permite realizar un ajuste fino en la respuesta del controlador
segln la toma que se quiera realizar.

La Fig. 6.8 muestra los dngulos entre las normales del plano de cdmara y el vector de
apuntamiento mutuo 0, := arc cos(ﬁlTFu) y O :=arc cos(ﬁg F21). También se muestran,
en la misma figura, los dngulos entre 7i; y la linea que une a la cimara i con el objetivo 7,
es decir, o, := arc cos(ﬁlel s) Y Opg :=arc cos(ﬁg 7»5). Con una linea punteada, se muestra
el d&ngulo ¥ de la cdmara. Esta figura permite verificar si una cimara ingresa en el campo
de vision de la otra. Para que se evite la visibilidad mutua, se debe cumplir que ¢z y Q21
sean mayores a ¥, mientras que s y O, es deseable que se mantengan cercanos a cero,

lo que indica que el objetivo esté en el centro de la imagen.

En la Fig. 6.9 se muestra una imagen de la simulacion en el entorno Gazebo sobre la
que se resaltd, para cada vehiculo, parte de la trayectoria que corresponde al intervalo de
tiempo para ¢ entre 300s y 325s. Ademds, en la misma figura, se muestra la imagen FPV
de cada VANT para instantes de tiempo seleccionados. Puede verse que por un momento
el vehiculo de la izquierda pierde de vista al POI, lo que se debe a que la trayectoria
es compleja, desde el punto de vista de las restricciones, y el seguimiento del objetivo
tiene un costo, pero no se exige que, en todo momento, esté en el interior del FOV. Asf,
un vehiculo que tiene un menor peso en el seguimiento del objetivo, lo pierde de vista
para cumplir con las restricciones impuestas. Sin embargo, esto se esperaba, ya que puede
verse a partir del grifico de la Fig. 6.8, en t = 312s, que ap, cruza momentdneamente la

linea del campo de visién, ¥, indicando exactamente lo que se ve en la imagen.

Toma Fly-Over

En esta escena, la formacién es comandada para realizar un vuelo sobre un objetivo fi-
jo, ubicado en (15m,0m, 10m), mientras la formacién comienza en p. = (Om, 10m, 15m)

con una distancia de cada vehiculo al centro de la formacién d. = 10m, y Yy, = ¢. = Orad.
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Figura 6.7: Evolucién de los estados del cluster mientras se realiza la toma orbital. En
lineas punteadas se muestran las referencias.
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Figura 6.8: Angulos formados entre la normal de cada cidmara y la linea que las une con
los demas actores de la escena (el otro VANT vy el objetivo) durante la toma orbital.
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Figura 6.9: Trayectoria orbital aproximada y FPV para ¢ entre 300s y 325s.

Ent =~ 200s, se comanda al sistema para volar hacia el objetivo a una velocidad en x. de
0.5ms~!, usando la sefial del operador incluido en el controlador. Con esta configuracién,
mientras los vehiculos sobrevuelan al objetivo, el controlador debe rotar las cimaras para
mantener al objetivo correctamente encuadrado. Al realizar esta maniobra, el VANT que
se encuentra mas proximo al POI seria capturado en la imagen del vehiculo que se mueve
por el costado. En Fig. 6.10 se muestra, de forma esquemadtica, la trayectoria resultante.
Como se ve en la Fig. 6.11, el controlador genera desviaciones de la referencia en los 4n-
gulos de yaw y roll por aproximadamente —1rad y —0.5rad, respectivamente, y pequefios
cambios en d., y asi logra mantener a ambos vehiculos fuera de los FOVs (Fig. 6.12) a la
vez que sigue la trayectoria artistica. Mds aun, una vez que el POI es correctamente en-
cuadrado por ambas camaras (en ¢ =~ 175s), el encuadre se mantiene, en ambas cdmaras,
a lo largo de toda la toma, con apartamientos del centro de la imagen menores a 0.1rad

(en promedio) como se muestra en la Fig. 6.12.
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Figura 6.10: Representacion esquematica de la trayectoria flyover.
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Figura 6.11: Evolucién de los estados del cluster mientras se realiza la toma fly-over. En
lineas punteadas se muestran las referencias.
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Figura 6.12: Angulos formados entre la normal de cada cidmara y la linea que las une con
los demas actores de la escena (el otro VANT y el objetivo) durante la toma fly-over.

6.4.2. Ensayos con v VANTSs

De forma similar a cdmo se obtuvieron los resultados anteriores, con la definicion de
variables de cluster para v VANTS, realizamos dos tomas orbitales con v = 4. Las mismas
consisten en la formacion describiendo un circulo de radio 14.14 m, mientras las camaras
apuntan a un [Iris estdtico ubicado a 30m del pivot o VL de la gria articulada virtual,
lo cual hace que a medida que la grda rota, la visibilidad mutua se vea comprometida.
La trayectoria artistica consiste inicamente en una velocidad constante de rotacion res-
pecto del eje z del sistema de referencia solidario al VL. A pesar de la simpleza de la
trayectoria artistica, resulta en una situacién que compromete los objetivos del control,
dado que los VANTSs deben repetida y alternadamente desviarse de la misma para evitar
la visibilidad mutua. Para evaluar el comportamiento del sistema propuesto, realizamos
dos tomas correspondientes a diferentes velocidades de rotacion, que inducen en el primer
caso velocidades tangenciales de los VANTSs de ||p;|| = 2.2ms ™!, y en el segundo caso de
|pil| = 4.4ms~!. La evolucién de los dngulos a; y oy para i, j = 1,2,3,4 definidos de
igual forma que en el caso con 2 vehiculos, se muestran en Fig. 6.13. Se observa como,
luego de los segundos iniciales, a partir de # & 15s, los dngulos de apuntamiento mutuo @;;
siguen trayectorias oscilantes, producto de la rotacién de la formacién respecto del VL.
Se puede ver como, el controlador logra mantener dngulos de apuntamiento mutuo por

encima del dngulo ¥ := Y+ ¥, en todo momento, excepto por algunos breves periodos. Es-
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to puede deberse a las incertezas en las posiciones de los VANTSs producto de los errores
en las mediciones, y de perturbaciones externas, como puede ser el viento, que estresan
al controlador. Por otro lado, los dngulos de apuntamiento al POI, se mantienen cercanos
a cero, indicando do que el objetivo se encuentra bien encuadrado durante la mayor parte

del tiempo de operacion.
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Figura 6.13: Angulos formados entre la normal de cada cdmara y la linea que las une con
los demas actores de la escena (el otro VANT vy el objetivo).

6.5. Resumen

Se presentd en este capitulo una configuracién para un sistema de filmaciones aéreas
autébnomo, basado en la formulacién de Control en Espacio del Cluster (CSC). Con es-
te esquema, un sistema de multiples VANTSs con cdmaras pan-tilt es concebido como una

gria robdtica virtual, capaz de seguir trayectorias generadas offline a la vez que maniobras
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comandadas por un operador de cdmara en tiempo real, mientras se mantiene al punto de
interés encuadrado. Como las variables de estado del cluster son definidas basandose en
la aplicacidn, los pardmetros controlados son intuitivos —y son los mismos que un opera-
dor terreno cambiaria para hacer modificaciones a la trayectoria en tiempo de ejecucion.
Ademads, el sistema garantiza que los VANTS filmadores no van a aparecer en el campo
de vision de los demds, y que las colisiones son evitadas, con el costo de desviarse de la
trayectoria predefinida, liberando al operador de estas tareas.

Dado que el sistema de grda virtual estd definido en términos de la formulacién en
espacio del cluster, se puede extender sin dificultades a sistemas con un mayor nimero de
camaras. Ademds, como la mayor parte de las restricciones son geométricas, y los para-
metros del estado del cluster se definen a través de relaciones geométricas, su integracién
en el algoritmo de optimizacién es simple. Por esta misma razén, podemos identificar el
esquema de coordinacién propuesto como una formacion.

El sistema propuesto fue evaluado primero empleando una implementacion puramen-
te en PYTHON, luego extendida a ROS, Gazebo y las herramientas de PX4. En nuestra
experiencia con esquemas similares, la validacion mediante herramientas de simulacion
de uso extendido, como las mencionadas, tiene una gran correlacion con la validacién

experimental. Los temas desarrollados en este Capitulo fueron presentados en [74].



Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Comentarios Finales

El abordaje formal propuesto para estudiar las formaciones de vehiculos no tripula-
dos (VNT) como de frameworks y frameworks generalizados ha mostrado poseer gran
versatilidad. Los mismos permiten la incorporacion, a los esquemas de control, de la red
de relaciones existente en la formacion, ya sea asociada a enlaces de comunicacién entre
agentes, a relaciones de sensado mutuo, o0 a requerimientos operativos. Esto se ha hecho
con suficiente generalidad, sin especificar un dominio de operacién en particular, de for-
ma que los resultados obtenidos son aplicables tanto a vehiculos terrestres, como aéreos

0 acuaticos.

Dos problemas distintos, pero ambos de interés en la comunidad de robdtica, fueron
tomados como plataformas para detectar desafio importantes en el control de sistemas
multirobot. El primero, referido al control descentralizado de una red de VNTs con acce-
so parcial a los sistemas de posicionamiento externo, permitié estudiar en profundidad la
influencia de la red de conexiones y mediciones en el comportamiento del sistema, y, por

lo tanto, sus implicaciones en las estrategias de control. El segundo, consistente en el con-

157
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trol de formaciones de VANTS para cinematografia aérea, posibilit validar la técnica de
Control en el Espacio del Cluster para simplificar el disefio y la operacion de formaciones

en aplicaciones con multiples objetivos y dindmicas complejas.

Resulto clarificador, para comparar las estrategias de control de redes multirobot, ana-
lizar el problema del manejo de la informacion. La Optica adoptada de analizar, por un
lado, el tipo de informacidn a procesar (global o local), y por otro la forma en que la
misma es procesada (centralizada o descentralizada) permitié entender por qué los al-
goritmos que deben procesar informacion global presentan limitaciones en cuanto a su
escalabilidad. Estas ideas fueron profundizadas en el Capitulo 3 donde se presentaron
nuevos resultados tedricos que permiten comprender mejor la relacion entre la rigidez de
los frameworks con la conectividad y el didmetro de los grafos subyacentes. Esto ayud6
a visualizar como evoluciona la rigidez con el tamafio de una formacién de robots mévi-
les, lo que evidencia las ventajas de presentar una nueva forma de describir la misma en
funcién de subframeworks. En el Capitulo 4 se discute en profundidad esta nocién, que
supone un aporte al estudio de la rigidez al describir la misma como una propiedad distri-
buida a lo largo de la red. Para ello, definimos formalmente el concepto de subframework
y presentamos los teoremas que permiten expresar la rigidez en funcién de los mismos.
En el Capitulo 5 se aplicé la teoria de subframeworks para disefiar el control coordina-
do del mantenimiento de la rigidez de un framework. Mediante validaciones mostramos
que el mismo cumple con los objetivos planteados, y ademds presenta un comportamiento
emergente asociado a la formacion de un patrén triangular, el cual no es especificado en
las primitivas de control. El esquema propuesto resulta ventajoso respecto de protocolos
anteriores debido a que no requiere el intercambio de informacién global, evitando los

problemas asociados en relacion con la escalabilidad.

Por altimo, en el Capitulo 6 se present6 el caso de aplicacion para filmaciones aé-

reas autobnomas, basado en la formulacién de Control en Espacio del Cluster (CSC). En
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el mismo, los objetivos planteados fueron tanto operativos (evasioén de colisiones) como
artisticos (suavidad, visibilidad mutua), lo que muestra la versatilidad de esta técnica. Este
caso sirve para visualizar como al modelar a la formacién mediante un estado donde las
variables son definidas basdandose en la aplicacién, se simplifica tanto el disefo del con-
trolador, como la especificacion y el comando por parte de un operador. Ademas, sirvid
para validar la factibilidad de utilizar controlador basado en problemas de optimizacion
para contemplar funciones de costo complejas que contemplen las interrelaciones entre
los agentes, como es el caso de la evasion de visibilidad mutua.

Si bien los aportes presentados en esta tesis son valiosos, quedan problemas por re-
solver, algunos de los cuales fueron mencionados aqui. Resulta atractivo atacar estos pro-
blemas en el futuro, valiéndonos de la experiencia adquirida durante el periodo de esta

tesis.

7.2. 'Trabajo Futuro

Entre las posibles lineas de investigacion que surgen a partir del trabajo desarrollado
en esta tesis destacamos las siguientes.

En primer lugar, es deseable continuar el estudio tedrico de la rigidez, en particular,
para comprender mejor la conectividad algebraica generalizada de frameworks [94, 104,
105]. Esto permitiria aprovechar unos cimientos tedricos mds sélidos para mejorar los
algoritmos de control.

En segundo lugar, resulta sumamente atractivo profundizar el estudio de las descom-
posiciones en subframeworks dispersas. En primer lugar, queremos disefiar un algoritmo
descentralizado para resolver el Algoritmo 1, que permite obtener una descomposicién
dispersa suboptima. Ademads, se desea estudiar métodos para implementar un esquema de
control de rigidez del framework vinculante. Esto podria lograrse mediante la inclusion al

grupo de robots de un vehiculo supervisor, por ejemplo un VANT, que puede asistir a un
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subconjunto de robots terrestres mediante comunicaciones punto a punto con informacién
que permita mantener la rigidez de este framework virtual. Ademads, en este contexto, re-
sulta interesante validar el esquema control por subframeworks en entornos mas realistas,
por medio del uso de simuladores especificos para redes de robots, como por ejemplo
[130, 131]. Para ello, es atractivo dotar de mayor realismo a los modelos empleados, co-
mo por ejemplo, contemplar el estado de la bateria de los robots, la pérdida de paquetes

durante la comunicacion, la colisién y oclusién con objetos fisicos, entre otras.

En tercer lugar, resulta muy atractivo extender los estudios realizados sobre frame-
works de distancia a otras funciones mds generales, que den lugar a frameworks dirigidos
e incluso a frameworks generalizados. Estudiar las matrices laplacianas que surjan de ellos
y sus propiedades resulta sumamente deseable. Aplicar los conceptos relacionados con la
descomposicidn en subframeworks de este tipo de esquemas tiene un gran potencial de-
bido a la gran versatilidad de los frameworks generalizados para modelar practicamente
cualquier tipo de formacion de robots. Un punto de partida seria el estudio de la rigidez
de frameworks de direccion relativa, el cual ha atraido el interés de los investigadores
de robdtica, dado que posee propiedades interesantes desde el punto de vista del control
descentralizado [132, 67, 68]. Por ejemplo, es posible disefiar un algoritmo de posiciona-
miento de robots a partir de mediciones de direccion relativa cuya dindmica sea lineal, lo
cual permite obtener garantias de convergencia global, y facilita su implementacion. Sin
embargo, la implementacién descentralizada de algoritmos de control del mantenimiento
de la rigidez asociada a las mediciones de direccion, sigue siendo un problema abierto.
Creemos que es posible emplear los conceptos de subframeworks presentados aqui para
tratar ese problema, lo cual supondria un gran avance en esa materia. En este mismo sen-
tido, resulta interesante profundizar el estudio y la utilizacién de la técnica de Control en
el Espacio del Cluster en términos de frameworks generalizados. Si bien esta estrategia es

muy versatil dado que permite contemplar una vasta cantidad de problemas relacionados



7.2. TRABAJO FUTURO 161

con formaciones de robots, una implementacién descentralizada de la misma sigue siendo
un desafio. Creemos que los conocimientos adquiridos respecto de los frameworks gene-
ralizados permitirdn abordar este problema con esa dptica y de esa manera ayudar a lograr

este objetivo.
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